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Abstrak. Dalam kategori modul, terdapat hubungan antara Hom dan hasil kali tensor yang dikenal dengan
relasi Hom-tensor. Hubungan seperti ini ternyata terdapat juga dalam kategori komodul. Dengan
memandang C-komodul sebagai R-modul serta sifat-sifat dari C-komodul dan hasil kali tensor, ternyata
relasi Hom-tensor untuk modul tersebut mensyaratkan berlakunya relasi Hom-tensor untuk komodul.

Kata kunci : komodul, koaljabar, Hom, Hasil kali tensor

1. Pendahuluan

Dalam aljabar atau teori ring, kita senantiasa mempelajari modulnya, yaitu grup abelian
terhadap penjumlahan yang dilengkapi dengan suatu action dari aljabar. Demikian juga dalam
teori koaljabar, kita dapat mempelajari R-modul atas suatu R-koaljabar C dengan coaction.
Modul seperti itu dikenal sebagai C-komodul, dan untuk setiap C yang diberikan, akan terdapat
C-komodul dan C-morfisma atau pemetaan C-komodul yang membentuk suatu kategori
komodul, yang dinotasikan dengan M€,

Dalam kategori modul, jika M adalah R-modul kanan dan N adalah (R,S)-bimodul, maka
hasil kali tensor M ®, N adalah S-modul kanan, dan Hom (M,N) adalah R-modul kanan.
Jika diberikan S-modul kanan C, maka terdapat isomorfisma s

Q! HomS(M ®R N,C)—)HomR(M, HomS(N,C))

yang dinamakan relasi Hom-tensor. Selanjutnya, apakah relasi seperti di atas juga terdapat
dalam kategori komodul? Mengingat setiap C-komodul dapat dipandang sebagai R-modul,
tentunya relasi seperti di atas dapat dilakukan. Tulisan ini akan membahas bagaimana relasi
Hom-tensor dalam kategori komodul.

2. Hasil Kali Tensor

Definisi 2.1.

Misalkan R ring (tidak harus komutatif). Misalkan M adalah R-modul kanan, N adalah
R-modul kiri dan G grup abelian. Suatu fungsi ¢ : M x N——>G disebut balanced jika untuk
setiap m,m;,m, e M, n,n;,n, € N, dan r e R dipenuhi

olmy +my.n)=glmy.n)+ glmy.n)
plm.ng +ny )= plm.ng )+ o(min, )
o(mr,n)=g(m,m)
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Definisi 2.2.

Misalkan R ring. Misalkan M adalah R-modul kanan, dan N adalah R-modul kiri. Pasangan
(T,e) dimana T grup abelian dan #: M xN——>T pemetaan balanced, disebut hasil kali
tensor dari M dan N, dinotasikan dengan M ®; N, jika untuk setiap grup abelian G dan untuk
setiap pemetaan balanced ¢: M xN——>G terdapat dengan tunggal homomorfisma
1 : T—>G sedemikian hingga diagram berikut komutatif.

yaitu, @ = u o6 .

Definisi 2.3.

Misalkan M, M’ R-modul kanan, N, N’ R-modul kiri, dan ¢ : M——>M' dan y : N——>N'
R-modul homomorfisma.
1) Terdapat dengan tunggal homomorfisma grup ¢ ®y: M ® g N——>M'®5 N' sedemikian

sehingga (¢ ®y )(M®n) =p(m)®w(n) untuk setiap me M dan ne N .
2) Jika A:M'——>M" dan u:N'——>N" adalah R-modul homomorfisma, maka

(A@u)o(p®y)=(Lop)®(uoy)
3. Koaljabar

Definisi 3.1.

Misalkan R ring komutatif dengan satuan dan C adalah modul atas R. R-modul C disebut
R-koaljabar jika terdapat R-pemetaan linear

A:C——>C ®gr C
dan ¢:C——>R
ca ch®02

berturut-turut disebut coproduct dan counit, sedemikian hingga diagram berikut komutatif

A A

—a — L
c CopC c ——CoRC
Al l Ic ®A dan Al \ l e® 1,
A@IC IC®5
CoR C——CL 5C®yCo,C cCopc—CS ¢

Secara eksplisit dinyatakan dengan :
(lc ®4)oa=(a®1¢ )oadan (Ic ®s)oa=1c =(e®1¢ Jos

Definisi 3.2.

Diberikan R-koaljabar C dan C’. R-pemetaan linear f : C———C' disebut koaljabar morfisma
jika diagram berikut komutatif
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c —ft s c— Tt s¢

e ) WE

Secara eksplisit dinyatakan dengan :

Aof =(f®f)oa dan gof =¢

4. Komodul

Sebelumnya, R dinotasikan sebagai ring komutatif dengan satuan, Mg adalah kategori
R-modul, dan C, tepatnya (C,4,¢) adalah R-koaljabar.

Definisi 4.1.

Misalkan M € M. M disebut C-komodul kanan jika terdapat R-pemetaan linear

M

0" M->M®pC

m o Zmo ® my
(disebut coaction kanan dari C), sedemikian hingga diagram berikut komutatif

M — smegc M—L M ey C

WM Im ®A l
6M®IC

Secara eksplisit dinyatakan dengan :

(" ®1c)0d™ = (1) ®4)0d"

(Iy ®e)od" =1y
Coaction "™ yang memenuhi sifat komutatif dari diagram diatas disebut koassosiatif dan
mempunyai kounit. Untuk setiap m € M , coaction o" dikatakan koassosiatif dan mempunyai
kounit jika

ZaM(mQ)@)m1 =ZmQ ®A(ml) dan m=Zng(ml)

Definisi 4.2.

Misalkan M dan N adalah C-komodul kanan. f : M ——>N disebut morfisma komodul
(C-morfisma) jika dan hanya jika diagram berikut komutatif.
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Mo—

N
aMl laN
f®|C

M ®R C————=—>N ®R C
Atau secara eksplisit dinyatakan dengan :
oMot =(f®Ig)od"
dan untuk setiap me M :
oM (f(m)) =X f(m)y ®F(m)y =(f @1 )(8" (m))=X f(my)&m;

Himpunan kelas-kelas C-komodul kanan bersama-sama dengan himpunan C-morfisma
membentuk kategori komodul yang dinotasikan dengan M°®.

Definisi 4.3.
Misalkan M € M. M disebut C-komodul Kiri jika terdapat R-pemetaan linear

Ma:M—>C®RM

m o Zm;l®m9

disebut coaction kiri dari C ke M (C-coaction Kiri), sedemikian sehingga diagram berikut
komutatif.

s M—25Ccop M

M
M ————C®p M
I k® Im
Ma A® ly
| ®"o M
Secara eksplisit dinyatakan dengan :

(1ceMay a=(a@1y, )" o

(e®1\y )o“"a: I'm
Coaction ™ & dikatakan koassosiatif dan mempunyai kounit jika
Zm:l®M a(mQ) = ZA(mll)@)m9 =Zm_72 ®@m, ®@my dan m= Ze(m:l)mg

C-morfisma diantara C-komodul kiri M, dan N didefinisikan secara simetris dengan C-morfisma
dari C-komodul kanan. Himpunan kelas-kelas C-komodul kiri bersama-sama dengan himpunan
C-morfisma membentuk kategori komodul yang dinotasikan dengan M.
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5. Relasi Hom-tensor Dalam Kategori Komodul

Misalkan M e M© dan X adalah R-modul. Hasil kali tensor X ®, M adalah C-komodul kanan
dengan coaction

I, ®" 1 X ® M——>X ®, M®, C
Lebih khusus, X ®, C adalah C-komodul kanan dengan coaction
¥ @A X ®; C—>X ®, C®, C.

Relasi Hom-tensor dalam M© diperlihatkan dalam teorema berikut .

Teorema 5.1.
Misalkan X adalah R-modul.
1) Untuk setiap M e M©, R-pemetaan linear
@ :Hom® (M, X ®, C)——>Homy(M,X), fa (I, ®s&)of,
adalah bijektif, dengan pemetaan invers hao (h® |C)oaM
2) Untuk setiap M, N e M€, R-pemetaan linear
i Hom® (X ® M, N) ——> Homg (X, Hom® (M,N)), g« [xa g(x®—)],

adalah bijektif, dengan pemetaan invers h o [x ®@ma h(x)(m)].

Bukti :
(1) Untuk setiap f e Hom® (M, X ®, C) diagram berikut komutatif
M — X ®R
oM l
M ®, cf&mc@ C® c—h®®l e c

yaitu
f=( ®:®I )o(f ®IC)06M —((Iy ®&)of ®1:)0d™ = (p(f)®1.)0d"

Hal ini mengakibatkan ¢ injektif.

Karena 0" adalah C-morfisma, maka (h®|c)oa'vI juga  C-morfisma untuk setiap
h € Homg (M, X). Oleh karena itu

p((h®1)0dM) = (I, ®s)o(h®I.)0d™ =ho(l, ®s)o0d" =h,

maka ¢ surjektif.
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(2) Relasi Hom-tensor untuk modul terdapat suatu isomorfisma R-modul,
w : Homg (X ®; M, N)——> Homg (X, Homg (M, N)) *)

Untuk setiap x e X , diagram berikut komutatif

M > X®y M

" l I ®aMl
(x®- )l

M®p C——22¢ 5X ®, M ®, C

yaitu
(1} ®3™) o(x@))(m) = (1, ®3™)(x®-)(m) = (1x ®" )(x®m) = x®8" (m)
dan
(x@-)@1c 00" )(m) = (x@-) @1 (2" () = (x@-) @I )(Xm ©m)
=X (x®-)M)®1_(m)=3(x®m )®m
=x®(2mo®m1)=x®6M(m) 7 7

Jadi x®— adalah C-morfisma. Oleh karena itu, untuk setiap g e Hom® (X ®g M,N),
komposisi  go(x®-—) adalah C-morfisma. Di lain  pihak, untuk setiap

h & Hom, (X, Hom® (M, N)) diagram berikut komutatif,

X® M ——> N

M
Iy ®0 l aNl

X® M® C——>N®;C
yaitu,

(h®1)o(y, ®™))(x®@m) =(hol,)® (I ®8™)(x®m) = (h(x)® 1) 08" (m)

dan
(@" oh)(x®@m)(m) =" (h()(m)) = (8" oh(x))(m) = (h(x) @ 1¢) 0d™ (m)
sebab

h(x) € Hom® (M, N).

Ini menunjukkan bahwa y~*(h) berada dalam Hom® (X ®g M,N) dan oleh karena itu y

dalam (*) membatasi pemetaan bijektif y : Hom® (X ®, M, N)——> Homy (X, Hom® (M, N))
adalah diperlukan. [

Jurnal Matematika Vol.7 No.1 Nopember 2007



Relasi Hom-Tensor Dalam Kategori Komodul 15

Serupa dengan M€, relasi Hom-tensor dalam Me® M diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 5.2.
Misalkan X adalah R-modul.

1) Untuk setiap M M terdapat isomorfisma
¢ “Hom(M,C ®, X)——>Hom,(M,X), f a (e®1y)of,
dengan pemetaan invers ha (I, ®h)o™ .
2) Untuk setiap M, Ne® M, terdapat isomorfisma

y'“Hom(M ®, X, N)——> Homg (X,“Hom(M,N)), ga [xa g(-®x)],

dengan pemetaan invers h o [m ®X o h(x)(m)].

6. Kesimpulan

Seperti halnya pada kategori modul, hubungan yang istimewa antara Hom dan hasil kali
tensor juga terdapat dalam kategori komodul, dan relasi ini merupakan relasi yang serupa
dengan relasi Hom-tensor dalam kategori modul.
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