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Abstrak. Dalam kategori modul, terdapat hubungan antara Hom dan hasil kali tensor yang dikenal dengan 
relasi Hom-tensor. Hubungan seperti ini ternyata terdapat juga dalam kategori komodul. Dengan 
memandang C-komodul sebagai R-modul serta sifat-sifat dari C-komodul dan hasil kali tensor, ternyata 
relasi Hom-tensor  untuk modul tersebut mensyaratkan berlakunya relasi Hom-tensor untuk komodul. 

Kata kunci : komodul, koaljabar, Hom, Hasil kali tensor 

1. Pendahuluan 

Dalam aljabar atau teori ring, kita senantiasa mempelajari modulnya, yaitu grup abelian 

terhadap penjumlahan yang dilengkapi dengan  suatu action dari aljabar. Demikian juga dalam 

teori koaljabar, kita dapat mempelajari R-modul atas suatu R-koaljabar C dengan coaction.  

Modul seperti itu dikenal sebagai  C-komodul, dan untuk setiap C yang diberikan, akan terdapat 

C-komodul dan C-morfisma atau pemetaan C-komodul yang membentuk suatu kategori 

komodul, yang dinotasikan dengan MC.  

Dalam kategori modul, jika M adalah R-modul kanan dan N adalah (R,S)-bimodul, maka 

hasil kali tensor  NM R  adalah S-modul kanan, dan ),( NMHom
S

 adalah R-modul kanan.  

Jika diberikan S-modul kanan C, maka terdapat isomorfisma  

 

)),(,(),(: CNHomMHomCNMHom
SRRS

  

 

yang dinamakan relasi Hom-tensor.  Selanjutnya, apakah relasi seperti di atas juga terdapat 

dalam kategori komodul? Mengingat setiap C-komodul dapat dipandang sebagai R-modul, 

tentunya relasi seperti di atas dapat dilakukan. Tulisan ini akan membahas bagaimana relasi 

Hom-tensor dalam kategori komodul.   

2. Hasil Kali Tensor  

Definisi 2.1.   

Misalkan R ring (tidak harus komutatif). Misalkan M adalah R-modul kanan, N adalah  

R-modul kiri dan G grup abelian.  Suatu fungsi GNM:   disebut balanced jika untuk 

setiap M2m,1m,m  , N2n,1n,n  ,  dan Rr   dipenuhi 

 

     n,2mn,1mn,2m1m    

     
2n,m1n,m2n1n,m    

)rn,m()n,mr(    
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Definisi 2.2.   

Misalkan R ring.  Misalkan  M adalah R-modul kanan, dan N adalah R-modul kiri. Pasangan 

 ,T  dimana T grup abelian dan TNM:   pemetaan balanced, disebut hasil kali 

tensor dari M dan N, dinotasikan dengan NM R , jika untuk setiap grup abelian G dan untuk 

setiap pemetaan balanced GNM:   terdapat dengan tunggal homomorfisma 

GT:   sedemikian hingga diagram berikut komutatif.  
 

NMT

GNM



 

    

  

 

yaitu,   . 

Definisi 2.3.   

Misalkan M, M’ R-modul kanan, N, N’ R-modul kiri, dan 'MM:   dan 'NN:    

R-modul homomorfisma. 

1) Terdapat dengan tunggal homomorfisma grup '': NRMNRM    sedemikian 

sehingga )n()m()nm)((    untuk setiap Mm dan Nn . 

2) Jika "M'M:   dan "N'N:   adalah R-modul homomorfisma, maka 

)()()()(     

3. Koaljabar 

Definisi 3.1.   

Misalkan R ring komutatif dengan satuan dan C adalah modul atas R.  R-modul C disebut   

R-koaljabar jika terdapat R-pemetaan linear  
 

 

 

21
c      

:

cc

CRCC


 dan  RC:   

 

berturut-turut disebut coproduct dan counit, sedemikian hingga diagram berikut komutatif 

 

CRCRCC
I

CRC

CRCC








 

 



             
      

 dan 

CC
I

CRC

CRCC

 

 






        

               
      





 

 

Secara eksplisit dinyatakan dengan : 
 

       CICI   dan       CICICI   

Definisi 3.2.   

Diberikan R-koaljabar C dan C’.  R-pemetaan linear 'CC:f   disebut koaljabar morfisma 

jika diagram berikut komutatif 

 

CI    cI  
  cI  
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'CR'C
ff

CRC

'C
f

C




  

 

  

R

'C
f

C  

 

 

Secara eksplisit dinyatakan dengan : 
 

  )ff(f'   dan  f'
 

4. Komodul 

Sebelumnya, R dinotasikan sebagai ring komutatif dengan satuan, MR adalah kategori  

R-modul, dan C, tepatnya ),,C(   adalah R-koaljabar. 

Definisi 4.1.   

Misalkan 
RM M . M  disebut C-komodul kanan jika terdapat R-pemetaan linear 

 

 
 



1m0mm

CRMM:
M

        

  
 

 

(disebut coaction kanan dari C),  sedemikian hingga diagram berikut komutatif 

 

 

CRCRMC
I

CRM

CRMM

M

M









 

 

  

                        M

CRMM
M




 

 

Secara eksplisit dinyatakan dengan : 

 

MI)MI(

)MI()CI(

M

MMM












 

 

Coaction  
M

  yang memenuhi sifat komutatif dari diagram diatas disebut koassosiatif dan 

mempunyai kounit. Untuk setiap Mm , coaction  
M

  dikatakan koassosiatif dan mempunyai 

kounit jika 

 

)1m(0mm)1m(0m1m)0m(
M

       dan    

 

Definisi 4.2.  

Misalkan M dan N adalah C-komodul kanan. NM:f  disebut morfisma komodul   

(C-morfisma) jika dan hanya jika diagram berikut komutatif. 

 

M  MI  

MI  
MI  

  '  
'    
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CRNC
If

CRM

N
f

M




  

 
      

 

 

Atau secara eksplisit dinyatakan dengan : 

 
MM

CIff   )(  

 

dan untuk setiap Mm : 

 

1m)0m(f))m()(CIf(1)m(f0)m(f))m(f(
MM

    

 

Himpunan kelas-kelas C-komodul kanan bersama-sama dengan himpunan C-morfisma 

membentuk kategori komodul yang dinotasikan dengan MC. 
 

Definisi 4.3.   

Misalkan 
RM M . M  disebut C-komodul kiri jika terdapat R-pemetaan linear 

 

 




0m1mm

MRCM:
M

        

  
 

 

disebut coaction kiri dari C ke M (C-coaction kiri), sedemikian sehingga diagram berikut 

komutatif. 

 

 

MRCRCC
I

MRC

MRCM

M

M









 

 

  

M

MRCM
M

                          





 

 

Secara eksplisit dinyatakan dengan : 
 

MI)MI(

)MI()CI(

M

MMM












 

 

Coaction 
M

 dikatakan koassosiatif dan mempunyai kounit jika 

 

     010120101 )(dan      )()( mmmmmmmmmm
M

  

 

C-morfisma diantara C-komodul kiri M, dan N didefinisikan secara simetris dengan C-morfisma 

dari C-komodul kanan. Himpunan kelas-kelas C-komodul kiri bersama-sama dengan himpunan 

C-morfisma membentuk kategori komodul yang dinotasikan dengan CM. 

M  N
  


M  MI  

MI  
MI  
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5. Relasi Hom-tensor Dalam Kategori Komodul 

Misalkan 
C

M M  dan X  adalah R-modul. Hasil kali tensor MX R  adalah C-komodul kanan 

dengan coaction 

 

CMXMXI RRR

M

X  :  

 

 Lebih khusus, CX R  adalah C-komodul kanan dengan coaction 

 

CCXCXI RRRX  : . 

 

Relasi Hom-tensor dalam  
C

M  diperlihatkan dalam teorema  berikut . 
  

 

Teorema 5.1.   

Misalkan X adalah R-modul. 

1) Untuk setiap 
C

M M , R-pemetaan linear 

)), ,((: XMHomCXMHom RR

C  ,  fIf X  )(  , 

 adalah bijektif, dengan pemetaan invers 
M

CIhh   )( . 

2) Untuk setiap 
C

NM M, , R-pemetaan linear 

       )),), (,((: NMHomXHomNMXHom
C

RR

C  ,   )( xgxg  , 

 adalah bijektif, dengan pemetaan invers  ))(( mxhmxh   . 

 

Bukti : 

(1) Untuk setiap ),( CXMHomf R

C
 diagram berikut komutatif 

 

CX
II

CCX
If

CM

CX
f

M

RRRR

R

CXC 









  

 



     
             

          

 

 

yaitu 

M

C

M

CX

M

CCX
IfIfIIfIIf   ))) )(((()()(   

 

Hal ini mengakibatkan   injektif. 

Karena 
M

  adalah C-morfisma, maka 
M

CIh  )(  juga  C-morfisma untuk setiap 

),( XMHomh R .  Oleh karena itu 

 

hIhIhIIh
M

M

M

CX

M

C   )()()())((  , 

 

maka    surjektif.                    

 

M
  

X
I  
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(2)  Relasi Hom-tensor untuk modul  terdapat suatu isomorfisma R-modul, 

 

 )),), (,((: NMHomXHomNMXHom RRRR               (*) 

 

Untuk setiap Xx , diagram berikut komutatif 

 

 

CMXCM

MXM

RRR

R

CI




 

 





) x(

     
             x

       

_

_

   

   

 

yaitu 

 

)())(()))()((()))(()(( __
mxmxImxImxI

MM

X

M

X

M

X    

 

dan 

 

   ))()(())(()())()((
10

___
mmIxmIxmIx C

M

C

M

C   

                                            
1010

)()())(
_

( mmxmImx
C

 

              )()(
10

mxmmx
M

   

Jadi 
_

x  adalah C-morfisma.  Oleh karena itu,  untuk setiap ),( NMXHomg R

C
 , 

komposisi )
_

( xg   adalah C-morfisma. Di lain pihak, untuk setiap 

)),(,( NMHomXHomh
C

R  diagram berikut komutatif, 

 

 

CNCMX

NMX

RRR

R





 

 

               

         
            

          

 

yaitu, 

 

)()( )())(()()))(()(( mIxhmxIIhmxIIh
M

C

M

CX

M

XC    

 

dan                                            

 )()())(( )()())()(( mxhmxhmmh
NNN x  )()( )( mIxh

M

C    

 

sebab  

),()( NMHomxh
C

 . 

 

Ini menunjukkan bahwa )(
1

h


  berada dalam  ),( NMXHom R

C
  dan oleh karena itu   

dalam (*) membatasi  pemetaan bijektif )),), (,((: NMHomXHomNMXHom
C

RR

C   

adalah diperlukan.     

M
  M

X
I   

N
  

M

X
I   
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Serupa dengan  
C

M ,  relasi Hom-tensor dalam  M
C

M  diberikan dalam teorema berikut. 
 

Teorema 5.2.   

Misalkan X adalah R-modul. 

1) Untuk setiap M
C

M ,terdapat isomorfisma 

 

)), ,((': XMHomXCMHom RR

C  ,  fIf X  )(  , 

 

 dengan pemetaan invers 
M

C hIh  )( . 

 

2) Untuk setiap M
C

NM , , terdapat isomorfisma 

 

       )),), (,((': NMHomXHomNXMHom
C

RR

C  ,   )( xgxg  , 

  

 dengan pemetaan invers  ))(( mxhxmh   . 

6. Kesimpulan 

Seperti halnya pada kategori modul, hubungan yang istimewa antara Hom dan hasil kali 

tensor juga terdapat dalam kategori komodul, dan relasi ini merupakan relasi yang serupa 

dengan relasi Hom-tensor dalam kategori modul.    
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