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Abstrak. Kuasa titik tidak hanya dibahas pada lingkaran, tetapi kuasa titik juga dapat ditentukan dari irisan
kerucut lain, yaitu hiperbola. Pada tulisan ini dibahas mengenai cara menentukan semi kuasa titik terhadap
hiperbola yang berada di dalam lengkungan hiperbola dengan menggunakan persamaan garis kutub hiperbola
dan jarak dua titik.

Kata Kunci: Kuasa titik, semi kuasa titik, hiperbola.

Abstract. The power of point not only discussed in the circle, but it can also be determined from other conic
sections, namely hyperbola. In this thesis discussed about how to determine the semi power of point which is
outside and inside the hyperbola arches use the polar line equation of hyperbola and the distance between two
points.
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1. Pendahuluan

Matematika merupakan mata pelajaran yang luas cakupannya dan wajib diajarkan di kurikulum
tingkat sekolah. Uno menyatakan bahwa Matematika mempunyai cabang-cabang antara lain
Avritmetika, Aljabar, Geometri, dan Analisis [4]. Geometri adalah salah satu cabang ilmu yang
mempelajari antara lain tentang titik, garis, sudut, dan bidang. Darsono menyatakan bahwa kata
geometri berasal dari bahasa Yunani yaitu geo yang artinya bumi dan metro yang artinya mengukur
[1]. Secara umum ruang lingkup geometri adalah mengenai lingkaran, garis dan sudut, bangun-
bangun datar seperti segitiga dan segiempat, bangun-bangun ruang seperti kubus, balok, prisma, dan
bola, kesimetrian, kesebangunan, kekongruenan, geometri analitis, dan sebagainya. Jadi, geometri
adalah cabang ilmu Matematika yang berkenaan dengan titik, garis, bidang dan ruang.

Dalam pengajaran Matematika, geometri merupakan bidang yang memiliki banyak materi
yang bisa dikembangkan terutama pada sekolah menengah. Geometri penting untuk dipelajari
karena berpola deduktif dan efektif membantu penyelesaian masalah dari cabang Matematika serta
mata pelajaran lainnya. Salah satu materi yang dipelajari pada geometri adalah kuasa titik. Pada
umumnya kuasa titik yang dipelajari adalah kuasa titik pada lingkaran. Kuasa titik terhadap
lingkaran merupakan kuadrat jarak antara titik itu ke titik singgung dari garis pada lingkaran.
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Gambar 1: Kuasa titik terhadap lingkaran
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Jika P di luar lingkaran L maka dapat dibuat banyak garis sehingga memotong L di A dan A",
B dan B' dan seterusnya, serta menyinggung L di O. Perhatikan Gambar 1.

Jika titik P(xl, yl) dan sebuah lingkaran L serta sembarang garis yang melalui P(xl, yl) dan

memotong lingkaran di A, B, C, dan seterusnya maka kuasa titik P(Xl’yl) terhadap lingkaran L

adalah perkalian panjang PA dengan PA' atau

Kp = PO2 = PAPA=PB.PB'=PC.PC'.

Gambar 2: Kuasa titik di dalam lingkaran

Misalkan titik P(xl, yl) pada Gambar 2 berada di dalam lingkaran L maka berlaku

Kp = —(PZZ)z ~PX.PY = -PAPB,

Lingkaran merupakan salah satu hasil irisan kerucut. Irisan kerucut adalah perpotongan
bidang lengkung kerucut lingkaran tegak dengan bidang datar. Hasil irisan kerucut lainnya yaitu
elips, parabola, dan hiperbola. Berdasarkan teori kuasa titik terhadap lingkaran maka penulis tertarik
untuk mengembangkan pada salah satu irisan kerucut lainnya yaitu hiperbola.

2. Landasan Teori

Misalkan O titik pusat suatu lingkaran dan R adalah jari-jari lingkaran, maka kuasa titik P

terhadap lingkaran tersebut didefinisikan OP2 - R2 :
Kuasa titik P adalah OP2—R2. Berdasarkan Gambar 2.3 terlihat bahwa
PT2 =OP2—OT2. Misalkan KP adalah kuasa titik dari titik P terhadap lingkaran maka
2 2 2

KP=PT =0P~ -0OT" = PAPB.
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Gambar 3: Kuasa titik di luar lingkaran

Jika diketahui titik P yang berada di dalam lingkaran yang berpusat di O dan sebarang garis
yang melalui titik P dan memotong lingkaran di titik A dan titik B, maka akan dibuktikan bahwa
kuasa titik P (Kp) terhadap lingkaran adalah

Kp =—(P22)=—PAPB. ©)

Gambar 4: Kuasa titik di dalam lingkaran

Bukti Perhatikan AZPO dan ACPO , garis XY dan garis CZ berpotongan tegak lurus di titik P.
Berdasarkan dalil Pythagoras berlaku

Pz =R“ -0OP“ = PC”,

akibatnya

PZ = PC. )

Selanjutnya perhatikan APAZ dan APCB

ZAPZ = £ZCPB , karena bertolak belakang
/PZA = ZPBC , karena menghadap busur AC,

karena pada APAZ dan APCB terdapat sudut yang berkorespondensi kongkruen maka
APAZ ~ APCB mengakibatkan proporsional sisi
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PA_PZ
PC PB
PZ.PC = PAPB, 3)

dengan mensubtitusikan persamaan (2) ke persamaan (3) maka diperoleh

2

PZ“ = PAPB. (@)

Nilai kuasa titik P yang berada di dalam lingkaran dapat ditentukan dengan mensubstitusikan
persamaan (4) ke persamaan (1) maka diperoleh

Kp =—(P22)=—PAPB. )

Berdasarkan teori kuasa titik terhadap lingkaran diketahui bahwa kuasa titik terhadap lingkaran
merupakan kuadrat panjang garis singgung suatu titik dengan lingkaran dimana garis singgung
tersebut tegak lurus terhadap jari-jari lingkaran. Akan tetapi, pada hiperbola garis singgung dari
suatu titik tidak tegak lurus terhadap latus rectum dan tidak selalu tegak lurus terhadap sumbu
simetri. Oleh karena garis singgung dari suatu titik di luar hiperbola tidak tegak lurus terhadap latus
rectum hiperbola dan tidak selalu tegak lurus terhadap sumbu simetri maka pada hiperbola
dinamakan sebagai semi kuasa titik karena tidak memenuhi syarat tegak lurus pada konsep kuasa
titik.

3. Hasil dan Pembahasan

3.1 Menentukan Semi Kuasa Titik di Sebelah Kanan Latus Rectum
Misalkan titik P(Xl'yl) pada Gambar 5 terletak di sebelah kanan latus rectum hiperbola.
Konstruksi garis dari titik P(Xl’yl) ke titik fokus. Tarik garis dari titik fokus dan memotong

hiperbola misalkan di titik C(X2, y2) dan D(x3,Y3) sehingga garis PC dan PD tegak lurus dengan

garis PF, . Akan ditentukan koordinat titik C dan titik D dengan |PC|2 dan |PD|2 merupakan kuasa
titik P(Xl’yl) terhadap hiperbola.

Garis PC tegak lurus dengan garis PF,. Persamaan garis PF2 dapat ditentukan dengan
menggunakan konsep persamaan garis melalui dua titik yaitu titik P(Xl'yl) dan titik F2(c,0),

sehingga persamaan garis PF2 adalah
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Gambar 5: Kedudukan titik P(xl, yl) di dalam lengkungan hiperbola

-y (X—X )
y= AL,

y = y1€ y1X

(6)

y
Berdasarkan persamaan (6) diperoleh gradien mp = - L Garis PF2 tegak lurus garis
cC—X
1
PC sehingga
MppMpc =-1
-1
Mpc = vy
c—X
1
m =
PC ¥,
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Persamaan garis PC melalui titik P(xl, yl) bergradien Mpc yaitu

C—X

Y1

y= 1(X—X1)+ yl,

2 2
CX—CX; — X4 X+ X +V
y= 170Xt @
Y1

substitusikan persamaan (7) ke persamaan hiperbola untuk menentukan titik potong garis PC dengan
hiperbola, sehingga diperoleh

2 2
b2X2_a2 CX—CXl—X1X+X1 +y1 :a2b2
n
2
bzyl2 2 az(cx—cxl—x1x+x12+y12) =a2b2y12

(b Y1 —a2c2+2a Cx; —a xlz)x2 (Za cTx —2a cx1 —2a cy1 —2a cx1 +

2a2x 3, 2a xlylz)x ( azcle2 + Zazcxl3 + 2a2cx1y12 —a2X 4 232X12 y12 -

4 2
a2y1 2b2y1 )—0. (8)

Nilai x dapat ditentukan dengan menggunakan rumus abc, sehingga diperoleh

2.2 2.2 2,3
(Za CTX — da cx1 —2a cy1 +2a X1 +2a X1Y1 )_\/B

: 9)
Z(b y1 a202+2a20x1—a2x12)

X203 =

berdasarkan persamaan (8) diperoleh

a= bzyl2 ~a%c? 2a2cx1 —a2x12
b= 2a2c2x —2a2cx 2—2{;1 C —2a20x 2+2a2x3+2a X
1 1 Y1 1 1 1y1
22 2 2 3 2 2.4 2 2 2

c=-a"c™x +2a CXq +2a cxly1 —a"x —2a X1 Y1 —a y1 —a b y1 ,

dari nilai a, b dan c diperoleh nilai D

2 2 .2 2) ( 3 .2 ) 2
D:4a2b2 X y1 (c —2cx1+x +2y1 -a +x1y1—20y1 +2a Cy1 ]+ Y1 (10)
2 2)

Y1 +b2y1 —-a“c

dengan mensubstitusikan nilai x pada persamaan (9) ke persamaan (7), diperoleh
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x|y GEN

2.2 2.2 2.2 2.3 2, .2

B c-X —(Za c xl—4a CXq -2a oYy +2a X +2a X1Y1 )ir«/B
237

Y1

Z(bzyl2 —azc2 + 2a2t:x1 —alez)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan nilai x dan y ke koordinat titik C(X2,y2)dan titik
D(x3,Y3) sehingga diperoleh titik singgung C(xz, y2) dan D(x3,Y3) . Semi kuasa titik P(xl, yl)
terhadap hiperbola yaitu kuadrat panjang garis dari titik P(Xl’yl) ke titik C(xz,yz)dan titik

D(x3, y3) , maka dengan menggunakan rumus jarak antara dua titik diperoleh

Kp = Pe® = (e -3 P+ v -, P, (12)
dan
KP2 =|PD|2 =(x3—x1)2 +(y3—y1)2. (13)

3.2 Menentukan Semi Kuasa Titik pada Latus Rectum
Misalkan titik P(c, yl) pada Gambar 6 berada pada latus rectum hiperbola, maka semi kuasa
titik terhadap hiperbola dapat ditentukan dengan mengkonstruksi garis tegak lurus dari titik P(c, yl)

ke hiperbola dengan titik potong di titik C(xz,yl). Akan ditentukan koordinat titik C(xz,yl)

2
dengan |PC|~ merupakan semi kuasa titik terhadap hiperbola.

v

C(z2, 1)

@]

Gambar 6: Kedudukan titik P(c, yl) pada latus rectum hiperbola
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Persamaan garis dari titik P(c, yl) ke titik C(x2, yl) adalah y =y, . Titik C(xz,yl) terletak

2 2
pada hiperbola X—2 _y_2 =1 dan pada garis y = Y1 sehingga berlaku
a b
X 2 y 2
2 1
< = =1
a’ b2

2,2 2.2 2,2
bx2—ay1:ab

X =
2 b2

a | 2
XZZE b2+y1 : (14)

dengan mensubstitusikan persamaan (14) ke titik C(x2, yl) sehingga diperoleh

a 2 2
C(B,/b +Y1 ylj.

2 2
Jadi nilai semi kuasa titik C(x2, yl) pada latus rectum hiperbola X—Z—y—z =1 adalah
a b
2 a | 2 2 2 2
Kp =[PC] Z[E\/b Y ‘Cj +(y1_y1)

2
2 a [ 2 2
Kp =|PC| :(E,/b +Yq —cj : (15)
3.3 Menentukan Semi Kuasa Titik pada Sumbu Simetri didalam Lengkungan Hiperbola

Misalkan titik P(Xl’o) pada Gambar 7 terletak pada sumbu simetri, maka persamaan garis

melalui titik P(xl,O) yaitu

Tarik garis dari titik P(xl,O) dan memotong hiperbola misalkan di titik C(x2,y2) dan titik
D(x3, y3) sehingga garis PC dan PD tegak lurus dengan sumbu x.
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Y /
] Clxa,19)

0 AZ a70)=F2(C=UI) P(.T].U) L

Q(T/;% ?/3)

Gambar 7: Kedudukan titik P(Xl,O) di dalam lengkungan hiperbola

Titik P(xl,O), titik C(X2,y2) dan titik D(x3,Y3) segaris maka berlaku X; = X5 = Xg.
Sehingga diperoleh

b2x,% ~a2y? = a2y2

2
b 2 2
y==% a—z(Xl —a ) (17)

Selanjutnya dari persamaan (16) dan (17) diperoleh koordinat titik

2
b 2
C X5 (Xl —az)} (18)
a
2
b 2 2
D Xl,— a—z(xl —a ), (19)

sehingga semi kuasa titik P(Xl'o) dapat ditentukan dengan menentukan kuadrat panjang dari titik

P(x,.0) ketitik C(X,,Y,) dan titik D(X3,Y3)
2 2 2 be( 2 2)
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2
2
2 o2 | (2 2
Kp =|PCl” =|PD" = a_z(xl ‘a)
2 2 b2 2
Kp =|Pq" =|PD) =a—2(’<1 ~a?) (20)

4. Kesimpulan

Semi kuasa titik P(Xl’yl) yang berada di sebelah kanan atau Kiri latus rectum dapat
ditentukan dengan menghitung jarak antara titik P(xl, yl) ke titik potong hiperbola dari garis yang

tegak lurus dengan garis yang dikonstruksi oleh titik P(Xl' yl) dan fokus dengan menggunakan
2 2 2 2 2 2
persamaan KPl =|PC|” = (x2 - Xl) + (y2 - yl) dan KPZ =|PD|” = (x3 - Xl) + (y3 - yl) .
Kuasa titik P(xl, yl) yang berada pada latus rectum hiperbola memberikan satu nilai karena

hanya terdapat satu garis yang tegak lurus dari titik P(xl,yl) terhadap hiperbola dan dapat

2
. a
ditentukan dengan persamaan K = |PC|2 = [E b2 4 yl2 _Cj :

Kuasa titik P(Xl’yl) yang berada pada sumbu simetri di dalam lengkungan hiperbola

memberikan satu nilai karena dua garis singgung yang ditarik dari titik P(Xl'yl) ke hiperbola

mempunyai  panjang yang sama dan dapat ditentukan  dengan  persamaan

2
2 2 b 2 2)
Kp =|PC|” =|PD) =a—2(x1 -a
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