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Abstrak. Ide dari konsep turunan fraksional adalah bagaimana menentukan turunan yang berorde suatu bilangan
pecahan (fraksional) yaitu bilangan rasional atau bahkan bilangan real. Dalam makalah ini dikaji tentang definisi,
teorema, dan karakteristik serta contoh turunan fraksional pada fungsi pangkat tiga dan fungsi eksponen yang
dikembangkan oleh matematikawan Riemann dan Liouville. Metode penelitian yang ditempuh adalah melalui studi
literatur primer, yaitu dengan mengembangkan teori yang telah dikerjakan peneliti terdahulu, sehingga metode
tersebut dapat diterapkan untuk penyelesain masalah yang dapat diaplikasikan dan dikembangkan secara lebih luas.
Hasil dari makalah ini berupa analisis dari turunan fraksional fungsi pangkat sederhana dan fungsi eksponensial.

Keywords: turunan fraksional, fungsi pangkat tiga, fungsi eksponen

Abstract. The idea of the fractional derivative concept is how to determine the derivation with fractional order,
that is a rational number or even a real number. In this paper, we examine the definitions, theorems, and the
characteristics as well as fractional derivatives example of the cubic and exponential functions in which developed
by mathematician Riemann and Liouville. This research is done by primary literature review, that is by developing
the theory that has been done by the previous researcher, so that the method of problem solving can be applied and
developed widely. The results of this paper are the analysis of fractional derivatives from simple-order and
exponential functions.

Keywords: fractional derivatives, cubic functions, exponential functions

1. Pendahuluan

Merujuk pada [1], [3] dan [9], turunan fraksional merupakan bagian dari llmu Matematika yang
kajian teori dan aplikasinya sangatlah luas, termasuk dalam bidang teknik dan industri maupun
Ekonomi. Dalam makalah ini akan dianalisis turunan yang berorde fraksional untuk o = gpadafungsi
pangkat tiga yang berbentuk f(x) = a;x™1t 4+ a,x™2 + a;x™3 dan fungsi eksponen yang berbentuk
f(x) = e®*.

Dalam Kimeu [6] kalkulus fraksional memberikan jawaban atas pertanyaan apakah berlaku sama
operasi turunan bilangan bulat berorde a dengan a bukan bilangan bulat. Pada tahun 1819, Lacroix
menjadi matematikawan pertama yang memunculkan sebuah paper tentang turunan fraksional.
Dimulai dari y = x™ , dengan m adalah bilangan bulat positif, Lacroix menemukan turunan berorde
a sebagai berikut.

dy  ml m-a -
dx“_(m—a)!x me=

dan dinyatakan dengan menggunakan simbol Legendre I', untuk faktorial umum, Lacroix sebagai
berikut

dy  I'(m+1)
dxe F(m—a+1)x

m-a
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denganm =1dana = % , diperoleh:

1
dzy _ 2Jx
— ==
dx2 Vr

Menurut Podlubny [9], integral dan derivatif fraksional adalah suatu integral dan derivatif dengan
orde fraksional (sebarang).Terdapat beberapa pendekatan untuk menotasikan derivatif berorde
fraksional antara lain yaitu Riemann-Liouville, Caputo, dan Grunwald-Letnikov. Dalam makalah ini
akan dibahas hanya derivatif dan integral fraksional Riemann-Liouville dan Caputo. Definisi Integral
fraksional Riemann-Liouville dan definisi dari turunan fraksional telah ada semenjak dua abad
terakhir. Merujuk pada [1], [2], [4], [5], dan [7], beberapa definisi yang berkaitan dengan turunan
fraksional diantaranya integral fraksional atau turunan fraksional negatif yang dikemukakan oleh
Riemann-Liouville yang akan disajikan pada bagian 2. Pada bagian 3 dibahas tentang teorema Integral
fraksional dengan pembuktiannya menggunakan definisi 2.1, sedangkan turunan fraksional
pembuktiannya menggunakan definisi 2.2. Pada bagian 3 dibahas pula contoh penggunaan definisi
dan teorema dari integral dan turunan fraksional. Tujuan dari penelitian adalah untuk mengkaji dan
mengetahui definisi, karakteristik dan sifat integral dan turunan fraksional fungsi pangkat tiga dan
fungsi eksponensial, sehingga diharapkan dapat berkontribusi secara mendasar pada bidang ilmu
Matematika dengan penekanan pada gagasan yang sangat fundamental.

2. Integral dan Turunan Fraksional

2.1 Integral Fraksional

Sebelum mengkaji tentang integral dan turunan fraksional, akan didefinisikan terlebih dahulu
tentang fungsi gamma dan fungsi beta. Menurut Podlubny [9], definisi dari fungsi Gamma adalah

[ee]

r(m)= f e~ttm-1dt, meR*
0

Fungsi Gamma mempunyai sifat dasar yaitu
rm+1)=mrI(m), meR* 1)

Dengan menggunakan persamaan (1), fungsi Gamma untuk suatu bilangan bulat positif m dapat
dituliskan sebagai

rm)=(m-1)!, meR" 2
Berdasarkan persamaan (2) dapat dilihat bahwa fungsi Gamma merupakan perluasan dari fungsi

faktorial. Meskipun fungsi Gamma didefinisikan untuk m> 0, dimungkinkan juga untuk
mengembangkan definisi fungsi Gamma untuk semua bilangan riil negatif m yaitu

I'(m) = %F(m +1)

Sedangkan fungsi beta didefinisikan sebagai
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1

p(m,n) = f tm (1 -0 1dt
0

Konvergen untuk ,n > 0 . Adapun hubungan antara fungsi beta dengan fungsi gamma adalah
sebagai berikut

I'(m)I'(n)

B =ty

Definisi 2.1 :

Misalkan a bilangan real, integral fraksional orde a dari fungsi f(x) adalah

Jf(x) =D7%f(x)
= %a) i =01 F () dt, 3

dengana > 0.®

Sedangkan untuk o = 0,dan 8 = 0, integral fraksional yang dikemukakan Riemann-Liouville
memiliki sifat sebagai berikut :

L% ) =),
2. %P F) =JP 1% F (0.

Definisi 2.1 mempunyai arti bahwa notasi integral fraksional berorde a dengan batas bawah x, =
0 dari fungsi f(x) ditulis sebagai J*f (x). Integral fraksional berorde « adalah anti turunan fraksional
berorde (- &) untuk fungsi f(x) yang ditulis sebagai D~%f (x), sehingga berlaku J*f (x) = D™*f(x).

2.2 Turunan Fraksional

Defnisi 2.2

Turunan fraksional Riemann-Liouville didefinisikan sebagai

DE () = S [ f ()], (4)
) = s U (e = 0" F(0) dt | )

dengan « orde sebarang, n — 1 <a <n, n € Z*, x, batas bawah, x,< x, x >0, dan D% operator
derivative fraksional berorde o. ®

Sifat turunan fraksional

1.D**Bf(x) = D*DPf(x)

2.D" [af(®)] =aD" [f(t)]

3.D“(af(x) + bg(x)) =aD%f(x)+bD%j(x)

3. Hasil dan Pembahasan

Jurnal Matematika Vol. 16 No. 2, Desember 2017



Muhamad Deni Johansyah, Julita Nahar, Farid H Badruzzaman 4

3.1 Fungsi Polinom

Integral fraksional berorde a dari fungsi polinom sederhana yang berbentuk f(x) = x™, menurut
Riemann-Liouville dapat dinyatakan dalam bentuk perkalian fungsi gamma dengan fungsi polinom
sebagai berikut:

Persamaan (1.1) untuk x, = 0 dan f(x) = x™ diperoleh:

1

J§5G) = JOR00 = D™ =

Jye—*temat

Sehingga dengan merujuk pada [6] dan [8], kita dapat menghitung D~*x™ , dimana
a > 0,m > —1. Sebagai berikut

x
-a,m — 1 _ a-1m
D™ %x _F(a) (x—=t)* - t™dt
0

1

X
t
_ _ ya—-1l,a-1;:m
_I"(a)f(l x) x*Ht™Mdt
0

1

1
_ - _ a-1.,a-1 m
) Of (1—w)* % (xuw)™ x du,

t
denganu = -
& X

1

= F(la) xmte Of(l —w)* 1 (wmdu

= F(la) x™*B(m+1,a)
rm+1)

Dam  — m+a
x F(m+a+1)x

Sehingga integral fraksional berorde o dari fungsi polinom sederhana yang berbentuk
f(x) = x™ dapat dinyatakan dalam bentuk perkalian fungsi gamma dengan fungsi polinom yang dapat
dinyatakan dalam teorema berikut:

Teorema 2.1:
Integral fraksional berorde a dari fungsi polinom sederhana yang berbentuk

f(x) = x™ adalah

]axm __ I'(m+1)

= x™% untuk a > 0,m> -1, x>0 [ (6)
r(m+a+1)

Kita lihat teorema (2.1) menginformasikan kita, bahwa integral fraksional dari suatu k yang konstan
berorde o adalah:

ag, — ja 0_ kI'(0+1) o+q _ _ k a
Joke =Jk.x T Totar) ™ T (7)

Selanjutnya akan dibahas Integral fraksional J*f(Q) dari fungsi
f(Q) = aQ3+ bQ? + cQ, untuk a = %dan Q =1 dengan menggunakan definisi 2.1 sebagai berikut:
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Misalkan a bilangan real, integral fraksional orde « dari fungsi f(x) adalah:
JUFO) =D () =1 fy (e = ) f(©) dt,

dengan a > 0. Sehingga diperoleh:

% _ a Q _ /_ _2 Q _ 1
1)1bQ3—F@of Q- P dt=—of " (@ -0 . t*dt

misal :t=Qu , Q=0->t=0
dt =Qdu, u=Q > t=1

JbQ* =2 [ (@ - Qu* Q% . Qdu=22 [ (Q(1 - w)* Q*e? du

43 2sz _ r(e )Zl(z)
B( ) e

szz

J2bQ? = ”’QZ of 't (1— w*du=

9
—opQL __3Wm  _64 Q7
- w2733 m T 315\«

2) J2bQ? = ()f Q-0 1e2dt=22,[° (@ -0 . ¢2dt

2

misal :t=Qu , Q=0->t=0
dt =Qdu, u=Q > t=1

JbQ? =2, (Q - Qu* Q%u? . Qdu=22 [ ! (Q (1 - )% Q%u? du

7
NE]
]bQZ 2sz f 1u2.( _u)l/z du_ZbQZ 83, _) szz (F)(gg)
; 2
TR s

) fiegt = =5 [ @ - 03 tdt= S @ - 0 tar=% &

c
r)
Dengan demikian dari 1), 2), dan 3) integral fraksional dari
f(Q)= aQ®+bQ? +cQ Untuk @ = > adalah

3 64a 32b [Q7 8¢ [0S ) _
J2RQ) =35 \/— 105 \/; + E\/; , sedangkan untuk Q = 1, diperoleh
sz(l)—“—“\fl + ﬁfl +E\F=mﬁ

315\ 105\ 15\ 315 T

Fungsi turunan fraksional bisa diartikan dengan menggunakan definisi integrasi fungsi, karena
definisi 2.1 mempunyai arti bahwa notasi integral fraksional berorde « dari fungsi f(x) adalah anti
turunan fraksional berorde (- a) untuk fungsi f(X) yang ditulis sebagai D~%f(x), sehingga berlaku
J*f(x) = D™%f(x). Sampai saat ini, asumsi bahwa @« = n —u, dimana 0 < a < 1 dan n adalah
bilangan bulat terkecil yang lebih besar dari u. Lalu, fungsi turunan f (x) dari urutan u adalah:

D* f(x) = D"[D™*f(x)] (8)
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Asumsikan kita ingin mencari fungsi turunan fraksional f(x) = x™ untuk turunan a, dimana
m > 0. Perhatikan apabila kita ingin menggunakan teorema (2.1), kita harus menukar u dan a,
misalkan u = n — a, di mana 0 < u < 1. Lalu kita punya n = 1 dan u = 1 — a, sehingga dengan
merujuk pada [6] dan [8], maka diperoleh:

Def(x) = DD~ f(x)]
— Dl[D—(l—a)xm]
_pt 'm+1)
B [F((m—a+1)+1)
'm+1)
(m—a+ 1)F(m—a+1)x

m—a+1]

m-a

=(m—-a+1)

r'm+1)
“Tm-a+D)
Sehingga turunan fraksional berorde o dari fungsi polinom sederhana yang berbentuk
f(x) = x™ , dapat dinyatakan dalam bentuk perkalian fungsi gamma dengan fungsi polinom yang dapat
dinyatakan dalam teorema berikut:

m-a

Teorema 2.2 :

Turunan fraksional berorde « dari fungsi polinom sederhana yang berbentuk
f(x) = x™adalah
DA™ = r(m+1)
r(m—a+1)

kemudian dicari turunan fraksional berode a = %dari suatu fungsi konstanta

xm % untuk m=>0, 0<a<1 s 9)

f(t) = C, dengan menggunakan teorema 2.2 sebagai berikut:

1 1
D2[C]=DZ2[C.t% =CF(O—J;1) 2
r(o-z+1)
_ofw 1 c (10)
=C—F -
r(3) vt

Dengan demikian dapat ditarik kesimpulan bahwa turunan fraksional berorde « dari suatu fungsi
konstanta tidaklah nol.

Notasi untuk Df f(x) untuk t di sekitar 0 dapat ditulis sebagai D% f(x). Selanjutnya dalam
bagian ini akan dibahas turunan fraksional dari fungsi f(Q)=aQ3+bQZ?+cQ, dengan menggunakan
teorema 2.2, untuk orde @ = 3/2 dan Q=1, sebagai berikut:

Turunan fraksional berorde a dari fungsi polinom sederhana yang berbentuk
f(x) = x™ adalah

DAy™m — r(m+1)

= xM* untuk m=>0, 0<a<1
r(m—-a+1)

Sehingga turunan fraksional berorde @ = 3/2, untuk x, = 0 dari f(Q)=aQ3+bQ2+cQ+d, adalah

3 3 3 3

= 13—, _LG+D 3-> _ T4 > _ _6a > _ Q3
DDza@P=are 5507 = apm0: = 1o 02 =83

3 3 1 1

3 2 T@HD 232 @t 20 Q
DDbQ=br T O = b= TR =
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3
[ (1+1) Ql_E — ¢ F(f)

I (1->+1) r(3)

NP
11

ﬁ|n
(-]

N[

3) DzcQ'=c Q= < Q

e

Dengan demikian dari 1), 2), dan 3) diperoleh turunan fraksional dari f(Q) = aQ3+ bQ? + cQ, dengan
orde

_3 SF(0)=8a |€ Q4 _c — 1 di .
a=: adalah Dz f(Q) = 8a\/: + 4b\/; + Nk sedangkan untuk Q = 1 diperoleh:

8a+4b+c

pif(1)= 2

Dengan demikian turunan fraksional untuk a = % dan Q =1 dari fungsi

8a+4b+c

£(Q) = aQ®+ bQ? + ¢Q adalah Dz f(1) = .

3.2 Eksponensial

Dalam Xuru, 2006 [10], pada kasus fungsi eksponensial yang sederhana memberikan beberapa
petunjuk tentang generalisasi turunan, sebagai berikut:

a
Daekx — ,lllncl) h—® z (_1)m (76:1) ek(x+(a—m)h)
m=0
a

= pkx ’1112% h—@ z (_1)m (76:1) (ekh)a—m

m=0
= e** lim h‘“(ekh—l)“

h—0
= k%ekx (11)

Dengan demikian diperoleh turunan fraksional dari fungsi kompleks dengan bagian real adalah fungsi
cosinus dan bagian imajiner fungsi sinus sebagai berikut:

D% cos(x) + i D¥sin(x) = D%e™* = {%e'*

= eaTmeix = ei(x+%)
= cos (x + ?) + isin (x + az—”) (12)

dan

D% cos(x) — i D%sin(x) = D%e™™ = (—i)%e~™*

= e_‘;nie_ix = e_i(x+%)
D% cos(x) — i D* sin(x) = cos (x + E) — isin (x + E) (13)
2 2

Sehingga kita mendapatkan turunan sinus dan cosinus sebagai berikut:
. . aT
D%*sin(x) = sin (x + T) (14)
dan

D% cos(x) = cos (x + az—”) (15)
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Kita bisa mengharapkan relasi ini untuk turunan sinus dan cosinus untuk dipertahankan dalam
generalisasi turunan. Dengan cara menerapkan metode tersebut di atas kita juga bisa menentukan
bentuk turunan fraksional dari fungsi cosinus dan fungsi sinus sebagai berikut:

D% cos(kx) + i D% sin(kx) = D%e™k* = (ki)*eik*

dan

— kaeaTnieiax — kaei(kx"'%r)
= k%cos (kx + %) + i k%sin (kx + %) (16)

D% cos(kx) — i D*sin(kx) = D%e~Hk* = (—ki)%e~ik*

armi i . an
_ ke T pmikx = pagmillker )

= kcos (kx +27) — i k% sin(kx + 27) (17)
Dengan demikian, diperoleh:
D% sin(kx) = k% sin(kx + %} (18)
dan
D% cos(kx) = k%cos (kx + %) (19)

4. Kesimpulan Dan Saran

1)

)

Turunan fraksional adalah bentuk yang lebih umum dari turunan berode bilangan bulat. Berbeda
dengan turunan berorde bilangan bulat dimana operasi berpusat pada bilangan bulat, akan tetapi
turunan fraksional menganggap setiap bilangan adalah real, dengan a > 0.
Integral fraksional merupakan alat untuk mencari turunan fraksional fungsi polinom maupun
fungsi eksponen, sedangkan turunan fraksional dari fungsi eksponensial dapat digunakan sebagai
alat untuk mencari turunan fraksional dari fungsi sinus dan fungsi cosinus.
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