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Abstrak. Tulisan ini membahas penghitungan fungsi matriks, dengan asumsi bahwa matriks yang
dimaksud adalah berukuran nxn. Adapun metode yang digunakan dalam penghitungan fungsi matriks ini
menggunakan teorema Cayley-Hamilton. Melalui teorema ini, akan diperoleh nilai eigen rangkap dan nilai

Sebagai salah satu contoh implementasi dari fungsi matriks dapat digunakan dalam menentukan keluaran
dari sistem waktu diskrit.

Kata kunci : fungsi matriks; matriks; nilai eigen

1. Pendahuluan

Fungsi dari sebuah matriks A dengan A adalah suatu matriks kuadrat yang berukuran nxn
dinyatakan dengan f(A). Untuk menghitung fungsi matriks ini (Gabel, 1987 : 70), dapat
diselesaikan secara langsung yaitu dengan menggunakan perkalian matriks berlipat K,
AXAXAX...XA yang dinyatakan sebagai matriks A*. Matriks AX ini kadang-kadang disebut
sebagai matriks transisi (transition matrix) atau fundamental dari sistem. Tetapi, karena hasilnya
kurang akurat terutama untuk matriks yang berukuran besar, maka untuk menyelesaikan fungsi
matriks ini diperlukan suatu bentuk rumus dengan harapan agar dapat memberikan pengertian
mengenai struktur dan pemecahannya.

Kegunaan dari fungsi matriks ini (Gabel, 1987:9) adalah untuk menentukan keluaran
(Output) dari sistem waktu diskrit. Sebuah waktu diskrit mencirikan bagaimana suatu barisan
masukan (input) {u(k)} ditransformasikan ke dalam suatu barisan keluaran {y(k)}.

Pada umumnya, sistem-sistem waktu diskrit digunakan untuk memproses sinyal-sinyal
waktu kontinu. Salah satu contoh penerapan sistem-sistem diskrit adalah dalam bidang
sistem audio digital piringan kompak (compact-disk audio digital).

Salah satu metode untuk menghitung A* dan fungsi-fungsi dari A yang lainnya dalam
bentuk rumus akan diselesaikan dengan menggunakan teorema Cayley-Hamilton.

Bagian berikut menyajikan secara rinci bagaimana menghitung A* dan fungsi-fungsi
matriks lainnya dalam bentuk rumus untuk semua nilai k.

2. Nilai-nilai Eigen

Andaikan A suatu matriks nxn. Skalar A dinyatakan sebagai nilai eigen dari A jika terdapat
suatu vektor tak nol x, sehingga

AX = AX (D)
Vektor x disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan 4.
Untuk mencari nilai eigen matriks A yang berukuran nxn maka kita menuliskan kembali

Ax = A xsebagai

AXx = Alx
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atau secara ekivalen

(A-ADx=0 . (2)
Jadi, A adalah nilai eigen dari A jika dan hanya jika persamaan (2) memiliki suatu penyelesaian
tak trivial.
Persamaan (2) akan mempunyai penyelesaian tak trivial jika dan hanya jika

det (A-11)=0 . 3)

Persamaan (3) disebut persamaan karakteristik untuk matriks A.
Sebagai contoh, persamaan karakteristik dari matriks

o[t
w3 34

2
Jadi, A2-6 1 +5 =0 adalah persamaan karakteristik dari matriks A. Akar-akar dari persamaan
karakteristik disebut nilai-nilai eigen (eigen values). Dalam kasus ini, nilai-nilai eigennya adalah

adalah

~

A1=5 dan A2=1

Jika determinan pada persamaan (3) diperluas, akan kita peroleh suatu polinom
berderajat ke—n dalam variabel A yang dinyatakan dengan

p(1) = det(A-A41)
= A"+ a A"+ L+ a1l +a=0 e (4

Persamaan (4) disebut polinom karakteristik. Akar dari polinom karakteristik ini adalah
nilai-nilai eigen dari matriks A. Jika kita menghitung akar menurut kelipatannya, maka polinom
karakteristik akan mempunyai n akar. Jadi, matriks A akan mempunyai n nilai eigen dimana
beberapa diantaranya kemungkinan akan berulang dan beberapa nilai eigen lainnya
kemungkinan berupa bilangan kompleks.

3. Fungsi dari Matriks

Dalam bagian ini, membahas metode untuk menghitung A* untuk semua nilai k dan fungsi-
fungsi dari A yang lainnya dalam bentuk rumus.

Salah satu metode yang akan dibahas untuk menghitung fungsi-fungsi matriks ini
didasarkan pada teorema Cayley-Hamilton (Ayres,1989 :186), yang menyatakan bahwa setiap
matriks nxn memenuhi persamaan karakteristiknya sendiri, dimana persamaan karakteristik dari
matriks A didefinisikan sebagai

p(A) = det(A-A1)=0

Sebagai contoh, jika kita substitusikan A menggantikan A dalam A2-64 +5 =0, maka akan
diperoleh persamaan matriks
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A’—BA + 5A° =

dengan A° didefinisikan sebagai | (matriks identitas), yakni
4 314 3 4 3 10 00
-6 +5 =
R S
19 18 24 18 50 00
— =+ =
6 7 6 12 0 5 00

Begitu juga, seandainya Kita substitusikan A menggantikan A dalam
A"+ ant A+l +a=0
akan diperoleh
A" + ant A"+ 4+ aiA+al =0 .. (5
Jadi, A" dapat dinyatakan dalam matriks-matriks A", A™2, .., A dan I, dengan I adalah matriks
identitas dan 0 adalah matriks yang semua elemen-elemenya nol.
Secara ekivalen persamaan (5) dinyatakan sebagai
A" = —ana AM - L -aA-a ... (6)
Jika persamaan (6) dikalikan dengan A, akan menghasilkan
A" = g AT - - alA? - aA . (7)
Dengan mensubstitusikan persamaan (6) pada persamaan (7) diperoleh
A" = g (-ant AL - - atA - agl )- .. - aA? - aA
= (a%h1 - an-2)A" + (@n-1 @n-2 - An-3) A2 + ... + ap1dol .. (8)
Dengan melanjutkan proses ini, kita lihat bahwa sebarang pangkat dari A dapat dinyatakan
sebagai suatu jumlah terbobotkan dari matriks-matriks yang mengandung A hingga pangkat

tertinggi n-1. Oleh karena itu, fungsi matriks dapat sebagai

f(A) = ool + 1A + ... + A+ ...

0

:Z oAk ...(9)
k=0

dapat dinyatakan sebagai

f(A) = Bol + P1A + ... + BnaA™?

n-1

BrA ... (10)

k=0
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Untuk mengembangkan suatu metode yang lebih mudah, kita kembali ke persamaan
karakteristik dari matriks A, yaitu

P(A) = det (A-A1) =A" + ana A"+ ...+ a1l +a=0

Dengan mengikuti langkah-langkah yang sama seperti di atas, maka dapat dinyatakan nilai-nilai
eigen A", A ™1 A ™2 dan seterusnya dalam A, A2, ..., A™L
Sehingga

AN = cana AM - s - a L.(11)

dan

A= (azn-l - an-2) A 1y (an-1an2-an3) A N2 4+ ..+ an1do ... (12)

Dengan melanjutkan proses ini, polinom-polinom A dalam A, A2 ..., 1™ yang dapat ditulis
sebagai

f(AM)=ao+ oA +oa A2+ ... +axAK+ ...

ax AK ... (13)
k=0
dapat dinyatakan sebagai

f(A) = PBo+Pir +...+Pna A"t

n-1
= Bi A K ...(19)
k=0
Dengan mensubstitusikan A1, A, ..., A, dalam persamaan (14) akan diperoleh n buah

persamaan dalam sebagai n variabel yang belum diketahui, sebagai berikut

f(A1) = Bo+Prha+...+Bnar™?
f(}\‘Z) = B0+Bl}\d2+...+ﬁn_17bzn_l (15)
M
f(hn) = Po+Brint...+Prakq™
Sehingga dari persamaan (15) akan diperoleh koefisien-koefisien o, P1, ...,pn1. Koefisien-

koefisien o, P1, ....pn1 inilah yang digunakan untuk menyelesaikan penghitungan fungsi
matriks f(A).

Sebagai contoh, untuk mencari f(A) dimana f(A) = A*, dan

0
1
4

A=

Nl N
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dengan nilai-nilai eigennya adalah A ;= % dan A,= %.

Untuk menghitung fungsi matriks ini, kita gunakan persamaan (14) yaitu
f(A)= AK = Bo+ P
dan dengan menggunakan persamaan (14) diperoleh
() =po+paf3)
() = o+ (3]
Dengan menyelesaikan Bo dan 1 yang tak diketahui, akan diperoleh
Bo= (1)(2-2 dan  Pi= (L) (42¢-4)

Sehingga dengan menggunakan persamaan (10), penghitungan fungsi matriks diselesaikan
dengan cara

i 2-2 o |, Lk 2.2-1 o
k| 4 k k
0 2-2 *-1 k-1

o) [;fl j]

Contoh kasus di atas hanya berlaku apabila nilai-nilai eigennya berbeda. Sedangkan untuk
persamaan karakteristik, yaitu det (A - A1) = 0 yang memiliki nilai-nilai eigen rangkap, maka
jumlah persamaan bebas linear yang muncul akan lebih sedikit bila dibandingkan dengan n buah
persamaan bebas linear dalam persamaan (15).

Untuk menghitung fungsi matriks yang memiliki nilai-nilai eigen rangkap, sebagai
landasannya akan digunakan teorema berikut.

1 k
f(A) = Ak = {i ?} = Bo I+ p1A

1
~—
N

Teorema:(Gabel,1987: 74-75)

Misalkan A adalah sebuah matriks nxn dengan no buah nilai eigen A1, A2, ..., An0 yang tak
sama (jika tidak ada nilai eigen yang rangkap maka no = n, jika ada maka ng< n). Misalkan nilai
eigen A, terjadi dengan kerangkapan (multiplicity) m; dan didefinisikan polinom-polinom

n-1

P(A) = > PnA" ... (16)
P(A)= S Pnam

k=0
f(A) = i oA ... (17)

=
o

Maka matriks f(A) identik dengan matriks P(A) jika dan hanya jika

Jurnal Matematika Vol.6 No.1 Nopember 2006



30  Onoy Rohaeni

f(1i) =P(A), i=1,2,...,n0
dan

4 q i=12,..n

410y - 94% poy , b 0_1

4 =i o h=ai g=12,...,m;
Contoh:
Misalkan

10

_ |2
A=l ;}
2 2

Dalam kasus ini, persamaan karakteristiknya adalah
_ _{1 P _
p(4) = det(A-Al)=[1-2f = 0

yang mana memiliki dua nilai eigen rangkap 11= A2 = %
Dengan menggunakan persamaan (18) diperoleh

f(A)= Ak = (%)k =By + [31(%)

dan dengan menggunakan persamaan (19) akan diperoleh

df(h) _ ok (LKL
T_kx —k(g) =p1

Sehingga,

BL= k(L) dan Bo= [1f(1-K

k
f(A) = Ak = 70
11
2 2
= Bo I+ B1A
_ lk 1-k 0 _k k 0
(2) {o 1—|J ' (2) L k]

Jurnal Matematika Vol.6 No.1 Nopember 2006

... (18)

oo (19)



Teorema Cayley-Hamilton Sebagai Salah Satu Metode dalam Penghitungan Fungsi Matriks 31

4. Contoh Penggunaan Fungsi Matriks
Sebagai salah satu contoh penggunaan dari fungsi matriks adalah menentukan keluaran dari

sistem waktu diskrit. Misalnya, untuk menentukan keluaran (Output) dari sistem waktu diskrit
yang dinyatakan dengan y(k), diilustrasikan dalam gambar rangkaian

y(k)

+ Unit tunda X2(k) | Unittunda Xl(k)
uky—>
\
(9. -

A

o=

Gambar. Rangkaian sistem waktu diskrit

terhadap masukan (input)

u(k) = 0 k<0
) Gf. k=0

Dengan asumsi syarat-syarat awalnya nol, maka keadaan awal sistem adalah x(0) = 0. Sehingga
untuk k > 0, vektor keadaan x(k) ditentukan oleh

k-1

x(k)= > Altm Bu(m)

m=0
dan keluarannya oleh

y(k) = Cx(k) + Du(k)

di mana

0 1 0
x(k+1) = [ §]x(k) + Hu(k)

4

o

yk = [+ 2xK + [1]u(k)

Nlw
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A:[O 1, B=FT c=F4 4. D=[1]

_1 3
8 4

Untuk menentukan fungsi matriks A yang dinyatakan dengan simbol A", terlebih dahulu harus
dicari persamaan karakteristik dari A yakni

p(A) = det (A-A1)= A% — %x +% -0

Jadi nilai-nilai eigennya adalah /11=% dan A = %

Oleh karena

o 17 Bo B1
An:{l 3}:BOI+61A:{1 3 }
8 4 —gP1 Bo+gPa

di mana Bo dan B; adalah pemecahan-pemecahan dari
Bo+ (2)Bs= G
Bo+ (3)p2= ()

dengan menyelesaikan o dan 1, akan diperoleh

Bo=-( + 2¢) dan  pi=4(()-())

Jadi, n n n n
o=\ ) o

atau
w=r S

Sehingga _
cws =t afir [ Jarf ]

Jadi, keluaran (output) y(k) dari sistem waktu diskrit pada gambar rangkaian di atas adalah
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y(k) = g CA ™ Bu(m) + Du(k)

- ST ok

= o) Sa-Ef 2+

= dgf ) 2
aef f, ke

: 0, k<0

Penutup

Berdasarkan uraian di atas dapat disimpulkan bahwa teorema Cayley-Hamilton ini adalah salah
satu metode yang dapat digunakan sebagai landasan untuk menghitung fungsi matriks. yang
dinyatakan dalam bentuk rumus

n-1
f(A) = A
k=0

dengan membuktikan bahwa A° = | (matriks identitas), A! = A, dan seterusnya.

Dalam menentukan koefisien o, 1, ..., Bn1 Untuk nilai eigen yang berbeda dicari dengan
menggunakan persamaan (15), dan untuk nilai eigen yang rangkap digunakan persamaan (19).
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