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Abstrak. Sifat menyerap pada penjumlahan ordinal adalah fenomena menghilangnya seluruh atau sebagian
ordinal pada penjumlahan, misalnya 2+® = o, (0+2)+0 = 2. Orca adalah singkatan dari ordinal barisan
cacah yaitu barisan-barisan bilangan cacah tertentu sebagaimana didefinisikan di bawah. Pertama tulisan
ini mengemukakan upaya melenyapkan sifat menyerap operasi penjumlahan ordinal melalui pembentukan
korespondensi @ antara sistem ordinal dengan sistem orca. Bertolak dari barisan-barisan konstan sebagai
wakil bilangan cacah, dengan merumuskan “tambah satu” (+1) dan penjumlahan berbentuk S+S+S+... atas
barisan-barisan bilangan cacah diperoleh orca-orca. Penjumlahan perluasan atas barisan ternyata mewakili
penjumlahan ordinal tanpa penyerapan. Kedua tulisan ini membahas bagaimana orca-orca tersusun dalam
sebuah hirarki yang didasarkan atas polinom-polinom pendefinisinya. Dari hirarki ini dapat dikaitkan
dengan hipotesis kontinum serta konsep kardinal-kardinal tak terjangkau dalam teori ordinal. Dengan
demikian diperoleh sumbangan teori ordinal terhadap teori orca. Ketiga tulisan ini menjelaskan bagaimana
mengembangkan sistem bilangan yang sejajar dengan sistem-sistem bilangan bulat, pecahan, dan real
namun dengan memasukkan seluruh sistem orca dari bagian pertama ke dalamnya.

1. Menanggulangi Sifat Menyerap Operasi-operasi Ordinal dengan Ordinal
Barisan Cacah

Operasi-operasi yang didefinisikan pada teori urutan rapi tidaklah mencerminkan kelanjutan
dari operasi-operasi bilangan cacah versi ordinal-ordinal tak hingga dikarenakan sifat
menyerapnya. Sifat menyerap pada penjumlahan ordinal adalah fenomena menghilangnya
seluruh atau sebagian ordinal pada penjumlahan, misalnya 2+o = o, (0+2)+® = ©2. Untuk itu
dibutuhkan suatu konsep lain yang pada tulisan ini dipilih ordinal barisan cacah atau disingkat
orca.

Sekalipun merupakan objek yang tidak sama dengan ordinal, orca diperoleh dengan suatu
proses membesar yang “ditopang” oleh proses membesarnya ordinal-ordinal himpunan, yaitu
bersama dengan melangkahnya ordinal satu langkah, orca pun melangkah satu langkah.
Kesejajaran langkah ini bersifat menguntungkan karena ada beberapa hal yang mungkin sukar
untuk ditangani langsung dari sifat-sifat orca dapat disimpulkan hanya dengan memperhatikan
sifat-sifat ordinal yang relevan atau sebaliknya.

Sebelum membahas pembicaraan inti diperlukan sedikit konsep pendahuluan yang sifatnya
masih sangat umum. Yang pertama hanyalah berupa notasi lambda Church yang amat
memudahkan membaca.
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Notasi A.1.

Misalkan F:A—B fungsi dari himpunan A ke himpunan B. Notasi lambda Church dari F adalah
(AxeA)F(x) yang di dalam prakteknya sering ditulis (AX)F(x) atau F(x) saja. Dalam hal yang
terakhir ini disebut notasi indeks untuk menyatakan F sebagai “fungsi dengan variabel x”.
Namun notasi indeks terancam tidak dapat dibedakan dari pengertian “nilai F di suatu argumen
x” bila tidak dibuat konvensi yang eksplisit tentang jenis huruf yang membedakan “indeks
fungsi x”” dengan “nilai x sembarang” seperti pada [3].

Berikutnya adalah konsep barisan yang biasa, hanya notasinya menggunakan lambda Church
tadi.

Definisi A.1.

Misalkan H sebuah himpunan tak hampa. Sebuah barisan unsur-unsur H adalah pemetaan dari
himpunan N dari semua bilangan asli ke H. Sebuah barisan dinotasikan sebagai (s1,52,53,[1) yang
artinya 1 dipetakan ke si;, 2 dipetakan ke s;, dan seterusnya. Namun notasi (An)s, akan
menandakan (AneN)s,. Bila S sebuah barisan maka suku ke n dari barisan S ditulis S(n) atau
Sn, yaitu S = (51,52,Ss,[1).

Contoh :
Barisan (1,4,9,16, [J) adalah (AneN)n? atau ditulis lebih ringkas sebagai (An)n2,

Definisi A.2.
Misalkan H sebuah himpunan, maka himpunan wakil untuk H adalah himpunan H° = {h°|heH}
dimana h° = (An)h. Tanda ° kadang-kadang tidak ditulis bila dari konteksnya sudah jelas.
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Gambar A.1. Himpunan dan unsur-unsur wakil.
Contoh.

Himpunan wakil dari bilangan-bilangan cacah 0,1,2,(] adalah 0°, 2° 3°, [ Jadi bila
H={1,2,3,..} maka H° = {0°, 2°, 3°,...}.
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Definisi dibawah ini adalah alat bantu bagi pembicaraan selanjutnya, namun ada baiknya
didefinisikan secara umum agar dapat diperhatikan keumuman konsep yang terkandung
didalamnya sehingga dapat diterapkan kepada sembarang struktur aljabar.

Definisi A.3. Pemetaan Suku Demi Suku sebagai Perluasan Fungsi pada Barisan.

Misalkan H sebuah himpunan tak hampa serta S1,S,,...Sy adalah n buah barisan unsur-unsur H
dimana Sk = (Sk1,5«2,53,[J). Misalkan f:H"—H adalah sebuah fungsi yang terdefinisi pada H.
Maka f definisinya dapat ditularkan kepada barisan-barisan sebagai

*(S1,S2,...Sn) = (f(s1.1,0,8n.1), F(S1.2,10,5n.2), F(S1,3,00,5n,3) = (AK) F(S1.k,0,5nk).

O O O
S1 t1 0 S1+11
S1 + 1 O S1+ 11
S1 1 O S1+t1

O O O
S + t O S+t

Gambar A.3. Perluasan Penjumlahan

Contoh.

Misalkan (ai,a2,as,[1) dan (bs1,b2,bs,[1) merupakan barisan bilangan-bilangan real. Maka:
1)  sin (a1,a2,as,[1) = (sin ai,sin a,,sin as, ).

2) (al,az,ag,D)3 = (313,8.23,8.33,D).

3) (al,az,ag,D)+(b1,b2,b3,D) = (3.1+b1,3.2+b2,b3+b3,D).

4) (al,az,as,D)(bl,bz,b3,D) = (albl,azbz,b3b3,D).

5) (al,az,as,D)A(bl,bz,bs,D) = (alAbl,azAbz,b3/\b3,D)

dimana * melambangkan pemangkatan.

Berikut ini pembicaraan akan dikhususkan pada objek-objek tertentu saja, dimulai dengan
definisi ordinal barisan cacah yang selanjutnya akan disebut orca. Dalam penulisan, orca-orca
akan ditulis dengan huruf-huruf Latin (a,b,c, dan sebagainya), sedangkan ordinal-ordinal dengan
huruf-huruf Yunani (o.,,y, dan sebagainya).

Definisi A.4. Ordinal Barisan Cacah (Orca).

Ordinal-ordinal barisan cacah atau disingkat orca adalah barisan-barisan bilangan cacah yang

diperoleh dari definisi dengan induksi transfinit untuk sebuah fungsi ® dari ordinal-ordinal

himpunan ke orca-orca berikut ini:

(1) @(0) =0° adalah sebuah orca.

(2) Bila orca ®(a) sudah terdefinisi, maka ®(a+1) adalah orca yang didefinisikan sebagai
D(a)+1°.

(3) Bila orca ®(y) sudah terdefinisi, maka ®(wy) didefinisikan sebagai (An)nd(y)(n).

Kelas ®(Ord) ditulis sebagai Orca. Baik Ord maupun Orca merupakan kelas-kelas sejati. Untuk
memudahkan penulisan ®(a) terkadang ditulis o’ saja. Sebaliknya bila s sebuah orca penulisan
®7(s) terkadang ditulis s’ saja.

Berikut ini adalah salah satu unsur istimewa orca yang memegang peran penting.
Notasi A.2.
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Huruf w khusus digunakan untuk menyatakan o’ = (An)n-1 = (1,2,3,...). Akibatnya
D(wy) = Wd(y).

Berikut ini adalah definisi urutan untuk orca-orca.

Definisi A.5.
Misalkan a dan b orca-orca dengan a = o’, b = B°. Maka a dikatakan lebih kecil dari b (a<b)
bila o < B.

Teorema berikut ini memungkinkan untuk melihat urutan orca-orca tanpa merujuk pada ordinal-
ordinal.

Teorema A.L.

Misalkan a dan b orca-orca. Maka a<b jika dan hanya jika hanya berhingga buah n yang tidak
memenuhi a,<b,. Ungkapan terakhir ini terkadang diucapkan dengan ringkas sebagai
“pada akhirnya a,<bn”.

Bukti.

Misalkan E = {y | untuk setiap o dan B <1y, bilaa = o’, b = B°, a<b jika dan hanya jika pada
akhirnya an<b, }. Jelas O<E secara trivial. Sekarang andaikan A adalah ordinal yang bersifat
Ord, < E. Bila A ordinal suksesor, A = {+1 untuk suatu . Misalkan z = £’. Mengingat
A= (C+1)’ = z+1° > z serta (z+1°)(n) = z(n)+1 > z(n) untuk setiap n, maka A<E. Bila A ordinal
limit, maka A = o untuk suatu . Maka 1> = (An)nC’(n). Jadi A” > k¢ °, untuk setiap bilangan
asli k. Misalkan teOrd; maka v’ < K{’ untuk suatu bilangan asli K, sebab bila tidak t* > k°C’
untuk semua bilangan asli k sehingga t> > w(’ = A’, sebuah kemustahilan. Misalkan t = 1’ dan
z = . Menurut hipotesis induksi pada akhirnya t(n) < Kz(n). Oleh karena itu pada akhirnya
z(n) < (wz)(n) mengingat untuk sembarang n berlaku (wz)(n) = nz(n). Oleh karena itu > > 1’
serta pada akhirnya A’(n) > 1’(n), untuk setiap teOrd,. Jadi haruslah A €E pula. Dengan prinsip
induksi atas ordinal-ordinal dapat disimpulkan bahwa E = Ord. Selesai.
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Gambar A.4. Tlustrasi 2 < w, walaupun w(1) < 2°(1) = 2 dan w(2) = 2°(2)

Definisi A.6.
Misalkan o dan B dua ordinal. Maka ekor dari o oleh [ adalah
c(o,p) = Ofv|adan sehinggan +v=oadan o+ =n+p}.

Contoh:
Bila o = ©+3 dan B = 3w+7 maka o+p = 4o0+7 = ©+3w. Jadi ekor v+3 oleh 3w+7 adalah
c(0+3,30t7) = 3.
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Teorema A.2.

Misalkan o dan B ordinal-ordinal. Maka,

o’ + B’ =1vy(a,p)’ dengan y(a,B) = o + B + 2n=0” S(n,a,B) dimana secara rekursif didefinisikan
S(0,1,a,8) = c(a,B), S(1,1,0,,B) = ¢(B,S(0,1,a,p)), serta

S(k+1,1,a,B) = ¢(S(k-1,1,0,8),S(k,1,0.,B)).

Bukti.
Dengan induksi atas o pada o’+f’. Teorema di atas jelas berlaku untuk o = 0 sebab y(a.,) =.
Misalkan teorema berlaku untuk sembarang o. < p. Bila

W= Tl AR = (TH) B = T DR = T = (T B) D,
Sedangkan

v(B) = y(v+1,B) = (t+1) + B + Zn=0” S(n,7+1,B).

Dalam hal ini
S(0,1,x+1,8) = ¢(z+1,B) = c(t,p)+1

bila B tak hingga, atau 0 bila tidak.
S(1,1,x+1,8) = ¢(B,S(0,1,7+1,8) = c(B,S(0,1,t+1,B)

bila B tak hingga, atau c(B,S(0,1,7,8)+1 bila tidak. Oleh karena itu ruas kanan adalah satu lebih
dari y(o,B)’, karena kelebihan 1 yang muncul sekali pada proses penjumlahan itu terawetkan
oleh penambahan ekor-ekor sisanya. Sedangkan

S(k+1,1,7+1,8) = S(k+1,1,7,8) untuk k>1.
Jadi teorema berlaku untuk o = p. Sekarang misalkan p = oA untuk suatu ordinal A. Maka

W =@’ A7 = (An)[NA(n)+ B7(m)] = (An)y(nA,B)’

= (AN)[NA + B + 2k=0" S(K,nA,B)T’ (n)...(**) S(0,nA,B) = (n-1)A+c(r,B)

bila A merupakan ruas B, atau (n-m-1)A + c(A,B) bila m merupakan bilangan asli terkecil
sehingga mA merupakan ruas 3. Untuk k > 1, S(k,nA,B) = S(k,A,B).
Jadi

(***) = (An)[Nk + B + (N-1)A + Xi=o™ S(K,A,B)]’(n)
= [(On=Loo(n} + B + (N-1)L + Tk=0” S(K,A,B))]’

= [oh + B + oA + Ykeo” S(K,AB)T’
bila @A merupakan ruas 3, atau
()1 + B + (N-m-1)A + Zk=0” S(K, A, B)]"(n)
yang juga sama dengan
[oA + B + oA + 2i=0" S(KA,B)]
bila m merupakan bilangan asli terkecil sehingga mA merupakan ruas 3. Adapun

Y(uB) = pu+ B+ Ln=o” S(n,1,B),
dimana
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S(0,u,B) = S(0,wA,B) = oA bila A
merupakan ruas 3, atau 0 bila tidak. Untuk k > 1,

S(k,p,B) = S(k,wi,B) = S(kA,B). Jadi y(1,B) = p + B + @) + Xn=0" S(N,K,B) = (***).
Jadi teorema berlaku untuk a. = @A = p. Selesai.

Teorema A.3.
Misalkan o dan 3 dua ordinal. Maka
o’B’ =T(o,B)’ di mana T(a,0) =0, T(a,0+1) = (T(a,0)’+a’)’ = T(a,0)+at+y(T(a,0),0)

dimana v(,e) untuk sembarang ordinal & dan ¢ adalah ordinal pada teorema Ill.A.1, serta
T(a,A) = Oy T(ar,y) untuk setiap ordinal limit A.

Bukti.
Dengan induksi atas § pada o’f’. Untuk B = 1, jelas teorema benar. Andaikan teorema benar
untuk B = o maka

o’p’=a’(otl)y =a’(c’+1’)=a’c’+a’ = T(a,0)’+a’ = T(a,0+1)" = T(a,B)
Andaikan teorema benar untuk semua c<f3 di mana p§ = wi. Maka
o’B’ =’ (Dn<ow NA)” = SUP n<o &’ (NA)” = SUP <o T(a,NA)’ = [ neo T(a,NA)]’ 2

Jadi teorema benar pula untuk f = oA. Selesai.

Teorema A.4.
Misalkan o dan 3 dua ordinal. Maka o’3” = U()” dimana

U(0) = 1, U(c+1) = T(U(c),0)

dimana T(d,e) untuk sembarang ordinal 3 dan ¢ adalah ordinal pada teorema IIl.A.1, serta
U(o,A) = Oy U(a,y) untuk setiap ordinal limit .

Bukti.
Dengan induksi atas § pada o’”f’. Untuk = 1, jelas teorema benar. Andaikan teorema benar
untuk B = o maka

o’p’=a’Not+l) =a’No’+1’) = (a’*3”)a’ = U(a,0)’a’ = U(a,,0+1)” = U(a,B)
Andaikan teorema benar untuk semua o<f di mana § = wA. Maka
o’ B’ = o’ NHneo NX)’ = SUP neo ’N(NA)” = SUP n<e U(a,nA)’ = [ neo U(ot,nX)]

Jadi teorema benar pula untuk f = oA. Selesai.

Definisi A.7. Penjumlahan Orca-orca Tak Hingga Kali.
Misalkan 6 sebuah ordinal dan U = {up | B<6}barisan berindeks ordinal dari orca-orca. Untuk
setiap orca tak nol t misalkan U(t) = {$<6 | t = ug € S}. Karena U(t) merupakan himpunan
terurut rapi maka ia berkorespondensi satu-satu dengan sebuah ordinal tunggal 6(t). Misalkan
P(t) = 6(t)’t. Maka P(t) = 0 untuk setiap t ¢ U. Misalkan v = ey u’. Untuk setiap y<v
didefinisikan S(y) sebagai berikut:
(1) S()=P0)=0".
(2) Bila S(t) sudah terdefinisi maka S(t+1) = S(t) + P((t+1)").
(3) Bilay ordinal limit dan S(t) sudah terdefinisi untuk setiap t<y maka S(y) =’ dimana

n-= Dr<y S(T),.
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Maka jumlah dari U adalah >U = Xs<¢ ug yang didefinisikan sebagai A’ di mana A = [J,«,S(y)’.
Catatan: Bila a sembarang ordinal, maka o’ sebenarnya adalah 2 xeq1.

Contoh:
(1) 1+2+1+2+1+2+[] = 1+1+1+[J+2+2+2+[] = w+2w = 3w.
(2) 1+1+1+0424242+0+3+3+3+0+ [ = w+2w+3w+[] = (1+2+3+0)w = ww = W2,

Sekali penjumlahan telah terdefinisi, operasi-operasi lain tidak terlalu sulit didefinisikan.
Pertama perkalian sembarang orca dengan indeks ordinal.

[ ]
|
° ° 0
| | |
0 o 0 0
| | | |
0 0 0 0 °
| | | | | | 70
) T T T T
Uo Uz uz us Ua

U(0) = {4,0}, U(1) = {1,0}, U(2) = {0,2,0}, U3) = {3,01}
Gambar A.2. lustrasi untuk 2+1+2+3+0]

Definisi A.8. Perkalian Orca-orca Tak Hingga Kali.

Perkalian dua orca a dan b didefinsikan sebagai .S di mana S = {sp | B<a} dengan sg = a dan

o = b’, atau secara ekuivalen s3 = b dan a = a’. Misalkan 0 sebuah ordinal dan

S = {sg | P<6}barisan berindeks ordinal dari orca-orca. Mula-mula didefinisikan fungsi

s:0rd—Orca sebagai s(B) = sg untuk B<a dan s(u) = 1 untuk p > o. Kemudian didefinisikan

fungsi u:Ord—Orca sebagai berikut:

(1) Misalkan u(0) = s(0).

(2) Bila u(a) sudah terdefinisi maka u(a+1) = u(o)s(otl).

(3) Bila A ordinal limit dan untuk semua B<A, u(p) sudah terdefinisi, maka u(a) =y’ dimana
Y= Up<a UB).

Misalkan oo = 0Of{n | u(n+A) = u(n) untuk sembarang A}. Hasilkali dari S adalah orca

[1S = IIp<aSp Yang didefinisikan sebagai t(cwo).

Definisi A.9. Permangkatan Orca-orca Tak Hingga Kali.
Pemangkatan orca a dengan b didefinsikan sebagai [IS di mana S = {sp | B<a} dengan sg = a
dan o = b’, atau secara ekuivalen sg = b dan a = a’. Misalkan 6 sebuah ordinal dan
S = {sp | B<O}barisan berindeks ordinal dari orca-orca. Mula-mula didefinisikan fungsi
s:0rd—Orca sebagai s(B) = sp untuk B<a dan s(u) = 1 untuk p > a. Kemudian didefinisikan
fungsi u:Ord—Orca sebagai berikut:
(1) Misalkan u(0) =s(0).
(2) Bila u(o) sudah terdefinisi maka u(a+1) = u(o)s(o+1).
(3) Bila A ordinal limit dan untuk semua B<A, u(B) sudah terdefinisi, maka u(o) =y’

di mana y = Op<o U(B)’.
Misalkan oo = [{n | u(n+A) = u(n) untuk sembarang A}.
Pemangkatan dari S adalah orca [ S = [1<aSp yang didefinisikan sebagai t(ow).
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Dari definisi orca berbagai sifat tentang operasi perluasan berulang-ulang tertentu dengan
orca yang sama dapat diturunkan dan ternyata memberikan sebagian struktur isomorfisma
kepada @ terhadap operasi ordinal ke operasi orca, yaitu isomorfisma berlaku bagi suatu
subkelas dari orca-orca saja. Teorema berikut ini hanyalah sebuah contoh.

Teorema A.5.

Misalkan o dan B adalah ordinal-ordinal di mana y(o,a) = 0. Maka:

A (Y=o’ = ().

B. Misalkan " o menandakan pemangkatan dengan o sendiri sebanyak B kali dimana
pemangkatan terkiri didahulukan. Maka ("o = *a.

Bukti. Dengan induksi atas (3.

Untuk Point (A)
Untuk B =0, (%)’ =1"=1°= (a’)” = (a’)”. Misalkan B = 6+1 dan (a°)’ = a’®". Mengingat

v(o,0), (@) = (0°a)’ = (a°)'a’ = 7o’ =’ = P

Sekarang misalkan B = op untuk suatu ordinal p serta (a°)’ = o’® untuk semua o<p.
Mengingat

Y(a,0) = 0 maka o = [ pep ™. Jadi (af)’ = (a®*) = ([ nee a™)’

= SUP n<o (anu)’ = SUP n<o M) = oo sup {(w)’ [n<e} = > (T{p[n<e})’ = B

Untuk point (B).
Untuk B =0, (")’ = o’ = "a’. Misalkan B = o+1 dan ("°a;)’ = ~“a’. Mengingat

y(o,a) = 0, (")’ = (o) a)’ = (o) o’ = (o)’ =y =P

Sekarang misalkan B = ou untuk suatu ordinal p serta (“°a)’ = "°a’ untuk semua c<p.
Mengingat

v(o,a) = 0 maka Mo, = 0 nep "o Jadi (MPa)’ = (")’ = (0 neo \™or)’

= SUP n<o (/\nua)’ = SUP n<o /\(nH)’(x’ = Asup {(np)y’ |n<€0}o(” = A | n<o})’q, = M.

Selesai.

Dalam rangka membuat operasi atas ordinal-ordinal menjadi lebih mirip dengan aritmetika
bilangan cacah maka didefinisikan operasi-operasi berikut ini.

Definisi A.10.

Misalkan o dan B ordinal-ordinal. Maka didefinisikan penjumlahan, perkalian, dan
pemangkatan yang diperbaiki sebagai berikut:

(1) o®p = (a’+p").

(2) o®B=(a’p’).

3) a®=(ap’).
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]
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a®p<000+
B’
]
[]
]
B
] [
Ord Orca

Gambar A.3. llustrasi definisi a®p
Namun sebaliknya orca-orca pun dapat mewarisi operasi-operasi dari ordinal-ordinal.

Definisi A.11.

Misalkan a dan b orca-orca. Maka didefinisikan penjumlahan, perkalian, dan pemangkatan
bawaan sebagai berikut:

(1) a®b=(a’+b’).

(2) a®b=(a’b’).

3) a®=(a’"b’).

Dengan adanya definisi-definisi A.10 dan A.11, hubungan saling melengkapi antara ordinal
dan orca nampak jelas. Namun masing-masing operasi tidak dapat benar-benar dimengerti
ketika dibawa pada konteks lain yang bukan asalnya.

2. Hirarki Polinom untuk Orca-orca

Untuk mempelajari orca-orca cukup penting memperhatikan fungsi pendefinisi orca yaitu fungsi
f pada orca (An)f(n). Berikut ini sebuah teorema ke arah ini.

Teorema B.1.
Bila F sebuah fungsi yang melibatkan penjumlahan, perkalian atau pemangkatan hingga kali
dari orca-orca maka F(w) adalah orca (An)F(n).

Bukti.

Misalkan g dan h fungsi-fungsi yang memenuhi teorema, yaitu g(w) = (An)g(n) dan
h(w) = (An)h(n). Bila F = g+h, gh, atau g"h, maka menurut definisi perluasan operasi-operasi
F memenuhi teorema ini pula. Selesai.

Definisi B.1.
Misalkan H sebuah himpunan. Polinom formal berparameter H adalah tulisan berbentuk

P(X) = Ao+tAXEM+ AXBO+ ] AxBE) = Ag+d oK AxBO

di mana Ao,A1,As,...B(1),B(2),B(3),... adalah anggota-anggota H dengan B(i) = B(j) untuk i=j.
A\ disebut koefisien dari xB®.
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Catatan: Jika H memiliki unsur-unsur yang serupa perilakunya dengan 0 dan 1 maka Ao tidak
dibutuhkan sebab bila B(n) = 0 maka A.x2™ = A,.1 = A,, sebuah konstanta di H.

Dari definisi di atas jelas bahwa polinom-polinom formal berparameter orca memetakan orca-

orca ke orca-orca yang tidak lebih kecil, sebab semua operasi yang terlibat pada sebuah polinom

formal merupakan operasi yang sah menurut teorema I111.B.1.

Contoh.

(1) (An)p(n) di mana p(n) adalah polinom dari n berparameter cacah adalah sebuah orca. Dalam
hal ini (An)p(n) = p((An)n) = p(w).

(2) (An)2" = 2¢Mn = 2w sebuah orca.

(3) (An)n" = (An)n@Mn = w", sebuah orca.

Berikut ini dikemukakan sebuah hirarki atau himpunan bertumpuk yang menyerupai hirarki
Zermelo untuk ordinal-ordinal.

Teorema B.2. Hirarki ¢ atas Orca.

Misalkan ¢:Ord— g (Orca) adalah sebuah fungsi yang didefinisikan sebagai berikut:

(1) ¢(0) adalah himpunan wakil-wakil bilangan cacah.

(2) ¢(1) didefinisikan sebagai himpunan semua ordinal berbentuk p(w) di mana p adalah
polinom formal berparameter ¢(0)u{w}.

(3) Untuk ordinal-ordinal o>0 didefinisikan ¢(o) sebagai himpunan semua ordinal berbentuk
p(w) di mana p adalah polinom formal berparameter Ug<, ¢(B). Maka {g(o)|ac Ord} adalah
sebuah hirarki atas Orca.

Bukti.

Jelas bahwa bila a<p, ¢(a) = g(B). Tinggallah dibuktikan bahwa setiap orca terdapat pada suatu
¢(a). Jelas bahwa wakil-wakil bilangan cacah terdapat di dalam ¢(0).

Bila a € g(o) maka a+1 € ¢(o) sebab a+1 didefinisikan oleh g(w) di mana q(x) = p(x)+1. Bila
a orca limit di mana untuk setiap b<a, beg(B(b)) untuk suatu ordinal B(b), maka a = o’ untuk
suatu ordinal limit a. Jadi o = ®wA untuk suatu A. Misalkan A’ = p(w). Maka (oL)’ = q(w)
dimana q(x) = wp(x). Oleh karena itu bila Le¢(t), aeg(t) pula. Selesai.

Definisi B.2.
Sebuah ordinal v dikatakan orca limit bila tidak ada orca lain u<v yang bersifat v = u+1.
Definisi ini ekuivalen dengan mengatakan bahwa v = v’ untuk suatu ordinal limit v.

Contoh:

(1) w adalah sebuah orca limit sebab w = »” sedangkan ® ordinal limit.

(2) w+1 bukan orca limit, sebab w+1 = (o+1)’ sedangkan ®+1 bukan ordinal limit.

(3) 2w adalah orca limit sebab 2w = (02)’ sedangkan w2 = w+w adalah ordinal limit.

(4) 2V adalah orca limit sebab 2% = (2°)’ sedangkan 2 adalah ordinal limit sebab ia adalah
kardinalitas dari ¢ ().

Teorema B.3.
Sebuah orca limit v berbentuk ws untuk suatu orca s <v.

Bukti.

Misalkan v orca limit. Maka v = v’ untuk suatu ordinal limit v. Menurut teorema, v = @y untuk
suatu y. Jadi v=v’ = (@y)’ = wy’ = ws di mana s = y’. Selesal.

Definisi B.3.

(1) Tingkat suatu orca a adalah ordinal o sehingga a € ¢(a) namun untuk setiap f<a a ¢ ¢(p3).
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(2) Sebuah orca pembuka adalah sebuah orca yang merupakan unsur terkecil dari tingkatnya
pada hirarki c. Orca pembuka tingkat o+1 ditulis W(a). Untuk selanjutnya orca pembuka
disebut pembuka saja.

Teorema B.4.
Sebuah pembuka adalah sebuah orca limit.

Bukti.

Andaikan a sebuah orca pembuka. Maka ia merupakan unsur terkecil pada tingkatnya. Sebutlah
a unsur terkecil g(a). Andaikan a bukan orca limit maka a = b+1 untuk suatu orca b. Misalkan
a = p(w) di mana p adalah polinom formal berparameter [Ip<,c(B). Maka b = g(w) di mana
p(X) = q(x)+1. Jadi g sama-sama polinom formal berparameter [p<,c(). Dengan demikian
b setingkat dengan a, padahal b<a. Hal ini bertentangan dengan kenyataan bahwa a unsur
terkecil pada tingkatnya. Jadi haruslah a sebuah orca limit. Selesai.

Teorema korespondensi mengakibatkan bahwa teorema induksi dan definisi dengan induksi
berlaku pula bagi orca-orca.

Teorema B.5. Induksi untuk Orca-orca.

Misalkan S suatu predikat yang memenuhi:

(1) S(0°) benar.

(2) Untuk setiap orca a, bila S(a) benar, maka demikian pula S(a+1°).

(3) Bila b orca limit dan untuk setiap a<b, S(a) benar maka S(b) benar. Maka dapat disimpulkan
bahwa S benar untuk semua orca.

Bukti.

Misalkan untuk sembarang ordinal o, T(o) adalah predikat S(a.”).

Misalkan E = {a.eOrd | T(a) benar}. Dengan sifat S di atas maka semua syarat teorema induksi
untuk ordinal-ordinal dipenuhi sehingga dapat disimpulkan bahwa

{aeOrd | T(a) benar} = Ord. Namun S(x) = T(x”) sehingga

G = {aeOrca| S(a) benar} = ®(E) = ®*(Ord) = Orca. Selesai.

Teorema B.6. Definisi dengan Induksi.

Misalkan F:A—K sebuah fungsi di mana A < Orca dan K sekumpulan objek-objek. Misalkan F

bersifat:

(1) F(0) terdefinisi.

(2) Untuk setiap orca a, bila F(a) terdefinisi, maka demikian pula F(a+1°).

(3) Bila b orca limit dan untuk setiap a<b, F(a) terdefinisi maka F(b) terdefinisi pula. Maka
dapat disimpulkan bahwa A = Orca.

Bukti.

Misalkan B = ®?(A) dan G:B—K didefinisikan oleh G(a) = F(a’). Hipotesis teorema
merupakan terjemahan langsung dari hipotesis teorema definisis dengan induksi untuk ordinal-
ordinal oleh pemetaan ®. Maka dapat disimpulkan B = Ord. Oleh karena itu A = ®(B) = Orca.
Selesai.

Teorema B.7.
Misalkan g(1,u) = u” dan g(n+1,u) = 29 untuk setiap ordinal n dan p, serta

g(m,p) = (An)[g(nB,w)](n) bilan = op.
Maka

W(v) = w bila v =0,
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serta untuk setiap
W(v) = g(v,m) bila v = v+1 serta W(v) = 2Log (g(v,»))

bila v ordinal limit yang lebih besar dari .

Bukti.

Bahwa W(v) = g(v,®) bila v= v+1 akan dibuktikan dengan induksi atas ordinal v. Bahwa
W(0) = w dapat dilihat dari fakta w = p(w) di mana p(x) adalah polinom kostan yang nilainya w.
Maka w adalah ordinal tingkat satu. Misalkan q(x) adalah suatu deret pangkat formal dengan
(An)g(n)<w. Jelas bahwa (An)q(n) hingga atau (An)q(n) bukan orca (bukan orca umpamanya
dalam hal q(x) = x-3). Dalam kedua kasus ini gq(n) tidak dapat bertindak sebagai ordinal tingkat
satu. Jadi w = W(0).

Untuk membuktikan selebihnya dari teorema, andaikan v = v+1 dan setiap ordinal yang
lebih kecil dari v memenuhi teorema di atas. Mengingat v>0, polinom formal yang paling
sederhana yang dapat melahirkan unsur pada tingkat ke v adalah p(x) = x¥™. Di antara ordinal-
ordinal tingkat ke v yang dihasilkan p itu, yang terkecil adalah p(2) = 2"™ vyaitu
290-Le) = g(v,m) bila v bukan ordinal limit, atau 2”[?Log (g(v,®))] = g(v,®) bila v ordinal limit.

Sekarang dengan induksi pula akan dibuktikan bahwa W(v) = 2Log (g(v,®)) bila v ordinal
limit. Andaikan v ordinal limit dan teorema di atas berlaku untuk setiap ordinal yang lebih kecil
dari v. Misalkan v = woc. Bila o= t+1 maka v = ot+m. Menurut hipotesis induksi
W(wt) = 2Log (g(wt,0)). Maka

W(ot+1) = 2*?Log (g(wt,0)) = g(ot,0), W(01+2) = g(ot+1, o)
dan seterusnya. Secara umum W(wt+n+1) = g(wt+n, o). Jadi

W(ot+o) = (An)W(ot+n) = (An)g(ot+n-1, ®) = (An)?Log (g(wt+n,m))
=?Log (9(wt+w,0)) = 2Log (g(v,0)).

Bila o ordinal limit, maka menurut hipotesis induksi W(on) = 2Log (g(on,®)) untuk semua
bilangan cacah n. Maka

W(cw) = (An)W(on) = (An) *Log (g(on,m)) = ?Log (g((An)on,m))

=?Log (9(ce,w)) =2Log (g(v,»))
Selesai.

Contoh.

Berikut ini akan diperlihatkan konstruksi beberapa orca yang benar-benar “raksasa”.

(1) W(o) =W(1,2,3,01) = (2/\1,2/\212,272"\213,2"2"21 214, 1)),

(2) W(w+1) =2W© = (1,4, 2(8%,0).

(3) Misalkan h = WO®! maka h(W(w)) = W(®H(W(w))) = (WDODL)((An)W(n)(n))
= (WODH)((An)g(n,w)(n) = (An) (WOO™)(g(n,w)(n)) = (Rn) (W(@H(g(n,w)(n))
= (An)W(n)(n) = (w(1),(2"w)(2),(2(2"w))(3),[]) = (1,4,28,2"2"16,[]).

(4) Misalkan h adalah fungsi yang didefinisikan pada butir (3) dan h™* = h(Jh". Maka
he(W(w)) = (an) h"(W(n))(n) = (h(W(1))(1),h*W(2)(2),i°W(3)(3),00) =
(h(2")(1),h?3(27272)(2),h3(2727273)(3),0) =
(W(272)(1),hW(27272)(2),h®W(27272"3)(3),10).

Bila dihitung W(272)(1) = 2"2"2 = 2* = 16. Sedangkan hw(2/2"2)(2) = 2/2"0"2 di mana
banyak pangkat ada (2/2"2)+3 buah. Dengan cara serupa h?W(2"2/2/3) = 2/2"[1"2"3
dengan banyak 2 yang terlibat pemangkatan ada (22/2)+3 buah.
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Di bawah ini dikemukakan beberapa fakta tentang korespondensi orca-orca dengan ordinal-
ordinal yang mempertahankan beberapa konsep.

Teorema B.8.

Dengan mengasumsikan hipotesis kontinum, berlaku o,” = W(a).

Bukti.

Hipotesis kontinum menyebabkan w.+1 = 2@, untuk sembarang a., serta o, = Lim ,-, 2" bila o
ordinal limit. Sekarang teorema akan dibuktikan dengan induksi transfinit terhadap o.

Pertama, untuk a=0, wo = o dan W(0) = w. Sedangkan o’ = w. Jadi mo’ = W(0).

Kedua, andaikan teorema berlaku untuk o=p. Misalkan 3* = b. Mengingat wg+1 = 2"wg maka
opr’ = (2%wp)” = 2" (wp)’ = 2B = W(B+1). Jadi teorema berlaku pula untuk o = B+1.

Ketiga, andaikan teorema berlaku untuk sembarang B<a sedangkan o ordinal limit. Maka
o = oy untuk suatu ordinal y. Mengingat e, = [n=1"mn, Serta untuk setiap n berlaku
on’ = W(ny), haruslah @wq” = SUP n<ew ®n,” = SUP n<o W(NY) = W(a). Jadi teorema berlaku pula
untuk o

Menurut induksi transfinit, haruslah teorema berlaku untuk sembarang ordinal o. Selesai.

Teorema B.9. Korespondensi Hirarki Zermelo.
Dengan mengasumsikan hipotesis kontinum, ® membentuk korepondensi satu-satu antara
hirarki Zermelo tingkat o untuk ordinal dengan hirarki Zermelo tingkat o untuk orca.

Bukti.

Banyaknya orca dari W(a)) sampai W(a+1) sama banyak dengan prapetanya oleh @, yaitu
ordinal-ordinal dari . sampai w«+1. Oleh karena itu @ membentuk pemetaan bijektif dari
tingkat ordinal menurut hirarki Zermelo F(a) ke ¢(o). Selesai.

Teorema B.10.
Dengan mengasumsikan hipotesis kontinum, ® memetakan secara bijektif kardinal-kardinal tak
hingga ke orca-orca pembuka.

Bukti. Hipotesis kontinum menyatakan bahwa kardinal tak hingga ke o adalah .. Sedangkan
untuk setiap o, o, = W(a). Jadi jelas teorema berlaku. Selesai.

Definisi B.4. Sebuah orca pembuka v dikatakan teratur bila ia tidak dapat dinyatakan sebagai
nilai polinom p(x) berkoefisen orca tingkat yang lebih rendah dari tingkat v untuk x sebuah orca
tingkat yang lebih rendah dari v pula. Secara ekuivalen v dikatakan teratur bila v = v’ untuk
suatu ordinal teratur v.

Contoh.
w adalah sebuah orca teratur, namun W(o) untuk a.>0 yang sejauh ini dibahas tidaklah teratur.
Berikut ini adalah sebuah konsep yang sejauh ini belum dimungkinkan.

Definisi B.5.

Sebuah orca pembuka v dikatakan tak terjangkau bila ia teratur dan untuk setiap u<v, 2" < v.
Secara ekuivalen v orca tak terjangkau bila v = v’ untuk suatu kardinal tak terjangkau v.

Bila aksioma kardinal tak terjangkau diberlakukan maka pembuka-pembuka tak terjangkau
selain w bermunculan.

Teorema B.11.

Dengan mengasumsikan aksioma kardinal tak terjangkau, untuk setiap orca v, terdapat pembuka
u tak terjangkau yang lebih besar dari v.
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Bukti.

Teorema ini merupakan terjemahan langsung dari aksioma kardinal tak terjangkau oleh ®.
Selesai.

Dengan adanya aksioma pembuka tak terjangkau, maka ada sesuatu yang dapat ditambahkan
pada @, yaitu teorema berikut ini.

Teorema B.12.

Korespondensi Kardinal-kardinal Tak Terjangkau.

Setiap kardinal himpunan yang tak terjangkau berkorespondensi satu-satu dengan orca pembuka
yang tak terjangkau pula secara mempertahankan urutan melalui ®.

Bukti.

Andaikan @ memetakan suatu kardinal tak terjangkau p ke orca pembuka yang tidak tak
terjangkau u, maka ada polinom formal p yang bersifat p(w) = u namun parameter-parameter p
berasal dari ordinal-ordinal tingkat yang lebih rendah dari u. Polinom formal p* yang diperoleh
dengan mengganti setiap parameter a dari p dengan a’ mendefinisikan deret polinom untuk
memperoleh p sebagai p*(w). Hal ini bertentangan dengan fakta bahwa p tak terjangkau.
Argumen serupa memperlihatkan bahwa tidak mungkin pula kardinal yang tidak tak terjangkau
dipetakan @ ke suatu pembuka tak terjangkau. Selesai.

3. Orca-orca Bulat, Pecahan, dan Real

Definisi C.1.
Sebuah barisan disebut orca bulat bila ia dapat dinyatakan sebagai selisih barisan dari dua orca.
Kelas semua orca bulat ditulis OrcaBulat.

Contoh:

(1) 3°=3°-0° adalah orca bulat.

(2) -2°=15°-7° juga orca bulat.

(3) w = (w+1°)-1° adalah orca bulat.

(4) w-1°, w-2°, ... adalah tak hingga buah orca bulat yang lebih kecil dari w namun lebih besar
dari semua bilangan asli.

(5) (An)p(n) di mana p(n) adalah polinom dari n berkoefisien bilangan cacah adalah orca bulat.
Dalam hal ini (An)p(n) = p(w).

Teorema C.1.
Sebuah orca bulat adalah barisan bilangan bulat.

Bukti.

Misalkan s = (An)s(n) dan t = (An)t(n) dua orca. Maka s-t = (An)[s(n)-t(n)].

Mengingat t(n) dan t(n) sama-sama bilangan cacah, maka s(n)-t(n) bulat untuk sembarang n.
Selesai.

Teorema C.2.

Hirarki ¢’ untuk Orca Bulat.

Misalkan ¢’:Ord— g (OrcaBulat) di mana ¢’(y) didefinisikan sebagai himpunan semua orca
bulat ¢ berbentuk a-b dengan a € Z(a), b € Z(B) dengan y = a®f, di mana untuk semua orca X,
x+a dan x+b masing-masing memiliki tingkat tidak melebihi o dan . Maka ¢’ merupakan
sebuah hirarki untuk OrcaBulat.

Bukti.

Jurnal Matematika Vol.6 No.1 Nopember 2006



Jenis-jenis Ordinal Cacah Sebagai Perluasan Bilangan Hingga Beserta Hirarki-Hirarkinya 49

Akan dibuktikan bahwa setiap orca bulat terletak pada ¢’(o) untuk suatu o.. Jelas bahwa wakil-
wakil bilangan bulat terletak di dalam g’(0). Sekarang misalkan s adalah sebuah orca bulat
sembarang. Maka s = u-v untuk orca-orca tertentu u dan v. Misalkan x adalah orca di mana

x+u maupun x+v memiliki tingkat terkecil. Misalkan tingkat x+u dan x+v masing-masing
adalah o dan . Maka s = u-v = (x+u)-(x+v) bertingkat y = a®p. Jadi s terletak di ¢’(y). Selesai.

keluarga orca
(An)(An+B)

keluarga orca
7V

v

~ keluarga orca (An) An2 + Bn + C

A,B,C bilangan-bilangan bulat

Gambar C.1. Beberapa orca bulat

Definisi C.1.
Sebuah ordinal o dikatakan merupakan tingkat dari orca bulat c bila ¢ € ¢’(o)) namun
¢ ¢ ¢’(B) untuk semua B<a. Himpunan semua orca bulat bertingkat a ditulis Z’(a).

Teorema C.3.
Misalkan u orca bulat. Maka u terdefinisi oleh polinom formal berkoefisien orca bulat masing-
masing dengan tingkat yang lebih rendah dari tingkat u.

Bukti.

Misalkan u = s-t dengan tingkat s adalah o dan tingkat t adalah t di mana tingkat u adalah c®r.
Misalkan s = p(w) dan t = g(w). Maka u = r(w) di mana r(x) = p(x)-q(x). Koefisien-koefisien r
merupakan selisih-selisih koefisien p dengan koefisien g yang masing-masing tingkatnya lebih
rendah dari tingkat-tingkat s dan t. Jadi koefisien-koefisien r adalah orca bulat yang tingkatnya
lebih rendah dari tingkat u. Selesai.

Definisi C.2.

Sebuah barisan disebut orca pecahan bila dapat dinyatakan sebagai hasil bagi suatu orca bulat
dengan suatu orca bulat selama hasilnya hanya memiliki hingga buah suku tak terdefinisi. Kelas
semua orca pecahan ditulis OrcaPecahan.

Contoh.
(1) 1°/(w-3°) = (An)[1/(n-3)] adalah orca pecahan positif yang jaraknya ke nol tak hingga kecil.
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(2) wi(w-2°) = (An)[n/(n-2)] adalah juga orca pecahan yang lebih kecil dari satu dan jaraknya ke
satu tak hingga kecil.

(3) 2%/w = (2,2,(2,666...),4,(7,4),00) sebuah orca pecahan positif tak hingga.

(4) 1°/0° dan 0°/0° bukan ordinal pecahan sebab ada tak hingga buah suku tak terdefinisi.

(An) (1+1/n)

S VARN /

v

0
\ (An)(An3+Bn2+Cn+D)
(An)(-1/(A+n))
Gambar C.2. Beberapa orca pecahan
Teorema C.4.

Sebuah orca pecahan adalah barisan bilangan pecahan pada suku-sukunya yang terdefinisi.

Bukti.
Misalkan s = (An)s(n) dan t = (An)t(n) dua orca bulat. Maka s/t = (An)s(n)/t(n).
Bila t(n)=0, mengingat s(n) dan t(n) sama-sama bulat, maka s(n)/t(n) pecahan. Selesai.

Teorema C.5. Hirarki ¢” untuk Orca Pecahan.

Misalkan ¢”:0Ord— g (OrcaPecahan) di mana ¢”(y) didefinisikan sebagai himpunan semua orca
pecahan ¢ berbentuk a/b dengan a € Z’(a), b € Z’(B) dengan y = a®p, di mana untuk semua
orca bulat tak nol x, xa dan xb masing-masing memiliki tingkat tidak melebihi o dan f.

Maka ¢ merupakan sebuah hirarki untuk OrcaPecahan..

Bukti.

Akan dibuktikan bahwa setiap orca pecahan terletak pada ¢”(a) untuk suatu a.

Misalkan s adalah sebuah orca pecahan sembarang. Maka s = u/v untuk orca-orca bulat tertentu
u dan v. Misalkan x adalah orca bulat di mana xu maupun xv memiliki tingkat terkecil.
Misalkan tingkat xu dan xv masing-masing adalah o dan 3. Maka s = u/v = (xu)/(xv) bertingkat
v = a®p.

Jadi s terletak di ¢”(y). Selesai.

Definisi C.3.
Sebuah ordinal o dikatakan merupakan tingkat dari orca pecahan c bila ¢ € ¢”(a) namun ¢ ¢
¢”(B) untuk semua B<a. Himpunan semua orca pecahan bertingkat o ditulis Z”(a).
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Definisi C.4.
Misalkan H sebuah himpunan. Fungsi pecahan formal atas H adalah tulisan berbentuk f/g
dimana f dan g adalah polinom-polinom formal atas H.

Teorema C.6. Misalkan u orca bulat. Maka u terdefinisi oleh fungsi pecahan polinom formal
berkoefisien orca pecahan masing-masing dengan tingkat yang lebih rendah tingkat u, serta
pangkat-pangkatnya adalah orca bulat yang masing-masing tingkatnya juga lebih rendah dari
tingkat u.

Bukti.

Misalkan u = s/t dengan tingkat s adalah ¢ dan tingkat t adalah t di mana tingkat u adalah c®r.
Misalkan s = p(w) dan t = g(w). Maka u = r(w) di mana r(x) = p(x)/q(x). Bila dilakukan
pembagian polinom akan terungkap bahwa bagian polinom r memiliki koefisien-koefisien yang
merupakan hasil-hasil bagi dari koefisien p dengan koefisien g yang masing-masing tingkatnya
lebih rendah dari tingkat-tingkat s dan t. Jadi koefisien-koefisien bagian polinom r adalah orca
bulat yang tingkatnya lebih rendah dari tingkat u. Pangkat bagian polinom merupakan selisih-
selisih dari pangkat-pangkat s dan t. Jadi tingkat pangkat-pangkat tersebut lebih rendah dari
tingkat s maupun t. Adapun bagian fungsi pecahan dari r tetap memiliki parameter asal s atau t.
Jadi semua parameter r tingkatnya lebih rendah dari tingkat u. Selesai.

Definisi C.5.

Untuk sembarang barisan real T didefinisikan norm (T) = (An)sup{|T(2)|,...,|T(n)}.

Misalkan G(n) = (Ap)H(n)(p).

Definisi C.6.

Misalkan s = (An)h(n) barisan orca-orca pecahan. s dikatakan orca real apabila s merupakan
barisan Cauchy dalam norm “( )”.

A
T
1/e \
\ " o
(An)(e"+ C)
Gambar C.3. Beberapa orca real
Lemma C.7.

Misalkan s = (An)h(n) sebuah orca real di mana h(n) = (Ap)h(n)(p).
Maka untuk setiap p, (An)h(n)(p) konvergen seragam ke suatu bilangan real.

Bukti.
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Misalkan s orca real di atas. Maka (An)h(n) adalah barisan Cauchy menurut norm (). Dengan
demikian barisan tersebut konvergen ke suatu barisan g. Meninjau definisi norm () terlihat
bahwa (An)h(n) konvergen seragam ke g. Mengingat tiap suku g merupakan limit dari barisan
bilangan-bilangan pecahan, haruslah suku itu berupa bilangan real. Selesai.

Teorema C.8. Hirarki ¢’*” untuk Orca Real.

Misalkan ¢’”:0Ord— g (OrcaReal) di mana ¢’*’(y) didefinisikan sebagai himpunan semua orca
real ¢ berbentuk barisan orca pecahan (c1,C2,C3,...) dengan v = =1 Uk=n™ T« (Yang disebut limit
infimum dari (Ak)t« ) di mana t ¢ adalah tingkat dari cx untuk sembarang k. Maka ¢’”’
merupakan sebuah hirarki untuk OrcaReal.

Bukti.

Akan dibuktikan bahwa setiap orca real terletak pada ¢’’’(o) untuk suatu o.. Misalkan s adalah
sebuah orca real sembarang. Maka s = (s1,52,53,...) untuk orca-orca pecahan tertentu si,5,53,...
Misalkan y = [n=1* Ok=n™ 7« di mana 1 adalah tingkat dari cix untuk sembarang k. Jadi s terletak
di ¢’”’(y). Selesai.

Definisi C.7.
Sebuah ordinal o dikatakan merupakan tingkat dari orca real ¢ bila ¢ € ¢’*’(a) namun ¢ ¢
¢’”’(B) untuk semua B<o.. Himpunan semua orca real bertingkat a ditulis Z**’ ().

Definisi C.8.

A. Misalkan H sebuah himpunan. Deret pangkat formal berparameter H adalah tulisan
berbentuk p(x) = Ao+AXEW+ AxBO+[] = Ag+Y 01 AnxB™ di mana
Ao,A1Asz,...B(1),B(2),B(3),... adalah anggota-anggota H dengan B(i)=B(j) untuk i=j. A
disebut koefisien dari x&®,

B. Misalkan H sebuah himpunan. Deret pangkat pecahan formal berparameter H adalah
tulisan berbentuk p(x)/q(x) di mana p(x) dan g(x) adalah deret-deret pangkat formal
berparameter H.

Teorema C.9.
Misalkan r = (An)r(n) orca real, maka r = g(w) untuk suatu deret pangkat pecahan formal f
berparameter orca-orca real yang masing-masing tingkatnya tidak lebih besar dari tingkat r.

Bukti.

Misalkan r = (An)r(n) sebuah orca real. Misalkan untuk setiap n, r(n) = (Ak)fn(k) = fo(w) di mana
fn adalah fungsi pecahan formal. Maka (An)fn adalah barisan fungsi yang konvergen seragam di
titik-titik x = bilangan asli. Mengingat f, berbentuk pn(x)/ga(X) untuk setiap n, di mana pa(X) dan
gn(x) adalah polinom-polinom formal berkoefisien bulat, (An)f, konvergen ke suatu fungsi f
berbentuk f(x) = p(x)/q(x) di mana p(x) merupakan limit dari (An)pn(x) dan q(x) merupakan
limit dari (An)gn(x). Oleh karena itu p(x) maupun q(x) berbentuk deret pangkat formal
berkoefisien bulat. Jadi f adalah sebuah deret pangkat pecahan formal. Masing-masing koefisien
dari f berasal dari koefisien p, dan g, untuk n cukup besar. Jadi koefisien-koefisien ini memiliki
tingkat yang lebih rendah dari tingkat r(n) untuk n cukup besar. Oleh karena itu limit infimum
dari tingkat-tingkat masing-masing koefisien ini lebihi rendah dari tingkat r. Selesai.

Definisi C.9.
Sebuah orca real s = (An)h(n) dengan h(n) = (Ak)g(n,k) dikatakan sebuah bilangan real bila
barisan diagonalnya h(n) = (An)g(n,n) merupakan barisan Cauchy.

Teorema C.10. Sebuah bilangan real adalah suatu orca real s = (An)h(n) yang konvergen ke
barisan bilangan real (An)g(n) yang pada gilirannya konvergen ke suatu bilangan real G.

Bukti.

Misalkan s = (An)h(n) sebuah bilangan real dengan h(n) = (Ak)g(n,k). Misalkan (Ak)g(n,k)
konvergen seragam ke g(n). Karena (An)g(n,n) merupakan barisan Cauchy maka ia konvergen
ke suatu bilangan real G. Misalkan /2 > 0 dan N adalah bilangan asli yang bersifat |g(m,m)-
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G|<el2 untuk m>N serta K adalah bilangan asli yang bersifat |g(m,p)-g(m)| < &/2 untuk p>K.
Maka untuk m = p > maks{N,K}, |[g(m)-G| = [g(m)-g(m,m)+g(m,m)-G| < [g(m)-g(m,m)| +
lg(m,m)-G| < &/2 + &/2 = &. Dengan demikian (An)g(n) konvergen ke G. Selesai.

4. Kesimpulan

Pelenyapan sifat menyerap dari operasi-operasi ordinal agar lebih layak dipandang sebagai
perluasan dari operasi aritmetika biasa dapat dilakukan dengan operasi perluasan atas orca-orca.
Secara teknis yang disorot adalah korespondensi ® antara sistem ordinal dengan sistem orca.
Bertolak dari barisan-barisan konstan sebagai wakil bilangan cacah, dengan merumuskan
“penjumlahan dengan satu” dan “penjumlahan tak hingga kali” atas barisan diperoleh sistem
orca dengan segala operasinya yang ternyata bertepatan dengan operasi-operasi terkait atas
bilangan-bilangan cacah yang dilakukan per suku pada barisan. Lebih dari itu, didapat pula
korespondensi satu-satu @ antara ordinal-ordinal dengan orca-orca yang mempertahankan
urutan. Korespondensi alami ini memang tidak merupakan homomorfisma penjumlahan namun
kemudian didapat hubungan-hubungan yang saling mengisi.

Hirarki Zermelo ordinal ditafsirkan dalam istilah polinom dengan pembatasan parameter. ®
juga merupakan korespondensi satu-satu dari ordinal-ordinal limit ke orca-orca limit serta
(kalau dianggap ada) korespondensi satu-satu dari kardinal-kardinal tak terjangkau ke pembuka-
pembuka tak terjangkau.

Orca secara komputasi lebih mudah dari ordinal. Dengan demikian mudah pula
pengembangan ordinal ini ke sistem-sistem ordinal bulat, pecahan, dan real. Orca, orca bulat,
orca pecahan, dan orca real hanya dibedakan secara hirarkis dari rumus-rumus pendefinisinya
semata, yaitu polinom berparameter cacah, polinom berkoefisien bulat dengan pangkat cacah,
fungsi pecahan berkoefisien pecahan dengan pangkat bulat, atau deret pangkat pecahan
berkoefisien real berpangkat bulat. Hirarki-hirarki yang timbul masing-masing disebut hirarki-
hirarki ¢, ¢, ¢, dan ¢*”’.

5. Saran

Dengan adanya bilangan-bilangan real tak hingga besar (infinit) maupun tak hingga kecil
(infinitesimal) sistem ordinal real ini berguna pula untuk mengembangkan bidang analisis real
atau mempelajarinya dengan membuang konsep limit fungsi yang biasa disebut sebagai analisis
tak baku (non standard analysis). [5] membahas analisis tak baku tanpa secara khusus
menggunakan orca real yang dirasakan terlalu “eksak” untuk aplikasi ketakhinggaan, sebab
dalam aplikasi bilangan tak hingga memang tidak perlu diketahui secara persis. Dengan
demikian praktis belum didalami bagaimana “wajah” analisis bila yang digunakan adalah orca
real.

Dengan adanya hirarki Zermelo, pemaparan sistem-sistem ordinal ini tidak perlu mengikuti
yang ditulis pada tulisan ini. Boleh saja mendefinisikan ordinal tingkat satu sebagai barisan
yang didefinisikan deret pangkat dengan parameter cacah, misalnya. Bahkan boleh juga alih-
alih barisan, fungsi real digunakan sebagai alternatif. Pembicaraan ke arah ini boleh jadi
merupakan awal dari pengembangan konsep-konsep ini ke bidang-bidang matematika yang
lebih abstrak.
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