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Abstrak. Pada umumnya orde dari persamaan diferensial adalah bilangan asli, namun orde pada persamaan
diferensial dapat dibentuk menjadi orde pecahan yang disebut persamaan diferensial fraksional. Paper ini
membahas persamaan diferensial fraksional Riccati dengan orde diantara nol dan satu, dan koefisien konstan.
Metode numerik yang digunakan untuk mendapatkan solusi dari persamaan diferensial fraksional Riccati
adalah Adomian Decomposition Method (ADM) dan Variational Iteration Method (VIM). Tujuan dari paper
ini adalah untuk memperluas penerapan ADM dan VIM dalam menyelesaikan persamaan diferensial fraksional
Riccati nonlinear dengan turunan Caputo. Perbandingan solusi yang diperoleh menunjukkan bahwa VIM
adalah metode yang lebih sederhana untuk mencari solusi persamaan diferensial fraksional Riccati nonlinier
dengan orde antara nol dan satu, kemudian hasil yang diperoleh disajikan dalam bentuk grafik.

Kata kunci: diferensial, fraksional, riccati, adomian dekomposisi

Abstract. Generally, the order of differential equations is a natural numbers, but this order can be formed into
fractional, called as fractional differential equations. In this paper, the Riccati fractional differential equations
with order between zero and one, and constant coefficient is discussed. The numerical methods used to obtain
solutions from Riccati fractional differential equations are the Adomian Decomposition Method (ADM) and
Variational Iteration Method (VIM). The aim of this paper is to expand the application of ADM and VIM in
solving nonlinear Riccati fractional differential equations with Caputo derivatives. The comparison of the
obtained solutions shows that VIM is simpler method for finding solutions to Riccati nonlinear fractional
differential equations with order between zero and one. The obtained results are presented graphically.
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1. Pendahuluan

Dalam beberapa tahun terakhir, kalkulus fraksional diterapkan diberbagai bidang seperti jaringan
listrik, teori kontrol sistem dinamis, probabilitas dan statistik, elektrokimia korosi, fisika kimia, optik,
teknik, akustik, viskoelastisitas, ilmu material dan pemrosesan sinyal yang dimodelkan oleh
persamaan diferensial berorde fraksional linier atau nonlinear [1-5]. Seperti diketahui, persamaan
diferensial Riccati berkaitan dengan aplikasi dalam pembentukan model dynamic games, sistem linier
dengan lompatan Markovian, aliran sungai, model ekonometrik, kontrol stokastik, teori masalah
difusi, dan penanaman modal [6-10]. Banyak penelitian telah dilakukan untuk mencari solusi
persamaan diferensial Riccati berode bilangan asli antara lain Homotopy Perturbation Method (HPM)
[11-13], Homotopy Analysis Method (HAM) [14] dan Variational Iteration Method (VIM) yang
dibahas oleh Abbasbandy [15]. Adapun untuk menyelesaikan persamaan diferensial fraksional Riccati
non-linear dengan menggunakan HPM dibahas oleh Khan et al [16], sedangkan dengan menggunakan
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VIM oleh Jafari dan Tajadodi [17] dan dengan menggunakan Adomian Decomposition Method
(ADM) dibahas oleh Momani dan Sawagfeh [18].

ADM pertama kali diperkenalkan oleh George Adomian untuk menyelesaikan sistem persamaan
stokastik. Metode ini dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan integral, diferensial dan
integral-diferensial. Persamaan diferensial biasa atau parsial yang dapat diselesaikan dengan metode
ini dapat berorde bilangan bulat atau fraksional, dengan masalah nilai awal atau batas, dengan
koefesien variabel atau konstanta, linear atau nonlinear, homogen atau nonhomogen [19, 20]. ADM
dengan turunan fraksional Caputo dapat menyelesaikan persamaan Korteweg de Vries [21]. VIM yang
dibahas oleh He [22, 23], berhasil diterapkan pada persamaan diferensial biasa dan parsial. He [24]
adalah orang pertama yang menerapkan VIM untuk mencari solusi persamaan diferensial fraksional
[26].

Dalam paper ini, kami memperluas penerapan ADM dan VIM untuk mendapatkan solusi
persamaan diferensial fraksional Riccati nonlinear dengan koefesien konstan:

DEY (1) = AY 2 (1) + 4,Y (1) + As, teRO<a<1t>0, (1)
dengan syarat awal

y(k)(o) =d, k=0,12,..,n-1.

di mana a adalah orde turunan fraksional, n adalah bilangan bulat, 4,, 4,, A;, dan dx adalah konstanta.

Tujuan dari paper ini adalah untuk memperluas penerapan ADM dan VIM dalam menyelesaikan
persamaan diferensial fraksional Riccati nonlinear dengan turunan Caputo. Paper ini disusun sebagai
berikut: Bagian 1 membahas latar belakang persamaan diferensial fraksional Riccati, penerapan ADM
dan VIM. Bagian 2 menyajikan definisi terkait dengan teori kalkulus fraksional secara singkat. Bagian
3 menyajikan prosedur solusi menggunakan ADM dan VIM. Bagian 4 menyajikan penerapan ADM
dan VIM untuk menyelesaikan persamaan diferensial fraksional Riccati nonlinear dengan turunan
Caputo, serta grafik dari solusi numerik. Bagian 5 adalah simpulan.

2. Tinjauan Pustaka
Definisi 2.1. Misalkan a bilangan real, integral fraksional orde a dari fungsi f (X) adalah [25]
J f(x)=D""f(x)

__1
(o)

_X[(x—t)“‘l f (t)dt, @

dengan « > 0.
Sedangkan untuk >0 dan £ >0, integral fraksional yang dikemukakan Riemann-Liouville

memiliki sifat sebagai berikut:
(1) J*37f(x) =3 f(x),
(2 J*I7F(x) =373 f(x).
Definisi 2.1 mempunyai arti bahwa notasi integral fraksional berorde a dengan batas bawah
X, = 0 dari fungsi f (x) ditulis sebagai J“ f (X). Integral fraksional berorde « adalah anti turunan

fraksional berorde (-a) untuk fungsi f(x) yang ditulis sebagai D™ f(X), sehingga berlaku
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Jf(x)=D"“f(x) dengan D” adalah operator turunan fraksional berorde « dengan batas bawah
Xo =0.
Definisi 2.2. Turunan fraksional Riemann-Liouville didefinisikan sebagai [25]

D¢ (X) = (;jx” [am £ (%] ?)
1 d"|
a — _ n—a—lf
Dy f(x) Th—a) o L(x ) (t)dt} 4)

dengan o orde sebarang, N—1<a <n,neZ” x,batas bawah, X, <X, x>0.
Berikut ini adalah beberapa sifat turunan fraksional:
1) D**/ f(x) = D“D” f (x),
() D*(Af (1) =AD" (f (1))
(3) D* (4 (X)+2,9(x))= 4D" f (X) + 2,D"g(x).
Teorema 2.1. Integral fraksional berorde o dari fungsi polinom sederhana yang berbentuk
f(x)=x" adalah [25]

Jaygn _ _LOM+D o
I'm+a+1)

()

untuk & >0,m>-1 x>0,

Fungsi turunan fraksional bisa diartikan dengan menggunakan definisi integrasi fungsi, karena
Definisi 2.1 mempunyai arti bahwa notasi integral fraksional berorde « dari fungsi f (x) adalah anti

turunan fraksional berorde (-«) untuk fungsi f (x) yang ditulis sebagai D™ f (X), sehingga berlaku

Jf(x)=D"“f(X). Sampai saat ini, asumsi bahwa & =N—U, dimana 0 < & <1 dan n adalah
bilangan bulat terkecil yang lebih besar dari u. Lalu, fungsi turunan f (x) dari urutan u adalah:

D f(x) =D"[D " f (x)]. (6)

Teorema 2.2. Turunan fraksional berorde o dari fungsi polinom sederhana yang berbentuk
f(x)=x" adalah [25]

ey LM+ o,

CT(m-—a+)) 0

untuk O<a<1m=>0,

Perhatikan bahwa hubungan antara operator Riemann-Liouville dan operator diferensial
fraksional Caputo diberikan sebagai berikut:
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n-1 kK
1°DE f(x) = f(x)—Z%f(k)(O), n-l<a<n.

k=
3. lterative Method

3.1. Adomian Decomposition Method (ADM)

Diberikan persamaan

Mu + Nu +Ru = g, (8)

dimana M adalah operator linear yang dapat diinverskan, N operator nonlinear dan R bagian linear
yang tersisa. Persamaan (8) dapat ditulis kembali dengan Mu sebagai subjeknya

Mu =g - Nu —Ru. 9)

Karena M dapat dinverskan, didefinisikan operator invers dari M adalah M 1. Jika M adalah
operator diferensial maka M ™ adalah operator intergral, sehingga apabila kedua ruas persamaan (9)
diintegralkan oleh M ™ diperoleh

M *Mu=M *(g-Nu—-Ru)
u-¢g=M=*g-M*Nu-M"Ru (10)
u=¢+M7*g—M*Nu-M 'Ru.

Metode dekomposisi Adomian mengasumsikan bahwa fungsi u dapat diuraikan menjadi deret tak
hingga

o0
U= Uy < U=Ug+Ug+Uy+--- (11)
n=0

dimana U, dapat ditentukan secara rekursif. Selain itu, metode ini juga mengasumsikan operator
nonlinear Nu dapat didekomposisi dengan deret polinom tak hingga

0

Nu=> A, (12)

n=0

dimana A, = An(uo,ul,uz,...,un) adalah polinom Adomian yang didefinisikan

A (Ug,u;,U,,...,U,) L d [N(Zn:ﬂkukﬂ ; n=012,...

Tndr| &

dengan A adalah parameter, polinom Adomian A, dapat diuraikan sebagai berikut:
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k=0
1d [1 k H
:——N /1u :uNlu’
n-dosn(zen )| cume)
1 d2% 2 u.’? . '
A, =EW{N ;lkukﬂl_o =jN (u0)+u2N (uo)'

Substitusi persamaan (11) dan (12) ke persamaan (10)

iun :¢+Mlg—Ml(iAnJ—Ml(iRunj (13)

n=0

atau ekuivalen dengan

Up+U, +Uy+---=p+Mg—M (A, +A + A, +---)-M *(Ru, +Ru, +Ru, +---)
dengan demikian diperoleh relasi rekursif

u, =¢+M™g,

(14)
U = -M 71A1(U0,U1, . --Un)— M 71RUn.

3.2. Variational Iteration Method (VIM)

Persamaan nonlinear merupakan salah satu jenis persamaan selain persamaan linear. Faktanya,
persamaan nonlinear terbilang sangat sulit untuk diselesaikan atau diaproksimasikan solusinya.
Variational Iteration Method kemudian muncul sebagai salah satu metode yang telah berhasil
diaplikasikan ke persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Pada penelitian kali
ini, Variational Iteration Method akan diterapkan ke persamaan diferensial fraksional nonlinear guna
mendapatkan hasil aproksimasi dari solusinya.

Berdasarkan persamaan diferensial fraksional nonlinear Riccati (1), menurut Variational Iteration
Method, kita harus membangun sebuah fungsi koreksi untuk (1) yaitu

d”v, ()

e —AYnz(t)—ﬂzYn(t)—ﬂs} (15)

Yn+1 = Yn + J aﬂ(é{

Untuk mengidentifikasi nilai dari Lagrange Multiplier A(¢), maka persamaan tersebut dapat
diaproksimasi menjadi

o Yo [le) T a7 @020

dimana A(¢) adalah Lagrange Multiplier dan dapat diidentifikasi secara optimal dengan teori variasi,
dan Y, adalah variasi terbatas yang berupa atau berperilaku sebagai konstanta sehingga oY, =0.
Selanjutnya persamaan di atas akan diturunkan terhadap Y., sehingga diperoleh
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n+l _

j {wr@) %ff@)—%ix@—szg:o
j/l dY (5) &2 ()

149
&Y. ¢W
5 8&@) 5 B
L~ 5o an!zwﬂmg—o

dé—ji@) dg - jz

n n

e dv<@

dé =0

_14 %
oy

n

atau ekuivalen dengan
t
Ny =N, + 5[ 4(£) wghgo
0 dg
sehingga dengan menggunakan integral parsial diperoleh
t
éYn+l = (l+ )L|§:t )éYn _JAéYnﬂ“'(é:)dé =0,
0

maka diperoleh

1+ﬂ|§:t =0 dan /1'|§:t =0.
Dengan demikian diperoleh A(£)= -1, maka solusi persamaan (1) adalah sebagai berikut

Y, =Y, = 3%DEY, (1) = ALY, () - A,Y, (1) - A . (16)

4. Hasil dan Pembahasan

Misal diberikan persamaan diferensial fraksional Riccati sebagai berikut
DEY (1) = AY 2(t) + A,Y (1) + A, teR0O<a<1t>0,4 #0,
dengan syarat awal

y®(©0)=d,, k=012..,n-1

di mana o adalah orde turunan fraksional, n adalah bilangan bulat, 4,,4,, 45, dan dx adalah konstanta.

Pada paper ini, untuk mencari solusi persamaan diferensial fraksional Riccati digunakan dua
metode, yaitu Adomian Decomposition Method (ADM) dan Variational Iteration Method (VIM)
sebagai berikut.

4.1. Menggunakan ADM

Misalkan MY = D®Y , sehingga invers dari M adalah M ™ = J“ dengan demikian apabila kedua
ruas persamaan (1) diintegralkan diperoleh
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I(DEY )= IAY 2 M) + I ALY (t) + I 4, a
YO =Y(0)+I“AY?(M)+I ALY (1) +I%A,.

ADM mengasumsikan bahwa Y (t) = >V, (t) sedangkan bentuk nonlinear Y ?(t) = NY =" A

n=0 n=0
dengan A, = An(uo,ul,uz,...,un) adalah polinom Adomian, sehingga persamaan (17) menjadi

DY, () =Y(0)+ 4] “[ZAJMZJ “[Zvn (t)j+ J A,
n=0 n=0 n=0
dengan demikian diperoleh solusi numerik dari persamaan (1) dengan syarat awal Y (0) = 0 adalah
ta

I'(a+1)
Y. =A4JA + 1,37, n=012,---

Y, =34, = A,

dengan
2 2 t20{

=N,)=Y,"=1,"———

AO (0) 0 3 (l_,(a+1))2
I'a+nt* t?*
Y, = AJA + 1,3, = L A,° -
1 /11 AO 2 0 ﬁ‘l 3 F(3a+l)(F(a+1))2 2 3F(2(Z+1)
2o +1Dt* 3 %

Al = 2Y0Y1 = 2)‘1]'33

+ 22“3
I'Ga+1)(T(a+1)) [(a+1)I(2c +1)
Y, =4, J%A + 4,37,

5a Ao
_ 2212/133 I'2a+)I'(4a + 1t - 2/11/12/133 I'Ga + 1)t
B + DI Ga +1)(C(a +1)) C(a+)IC(2a + ) (4a +1)
da 3a
n ilﬂzﬂgz F(Za +1)t 2 t

+ —
Tda +)([T(a+D)) ° " TGa+l)
dengan demikian solusi umum dari persamaan diferensial fraksional Riccati tersebut adalah

YO) =Y, +Y, +Y, +--

t . T'QRa+1nt* t2*
=A< + Al 7 Ty
I« +1) I'Ba +1)(T(a +1)) I'(2a +1)
5a
121227 I'2a+)I'(4a + 1)t : (18)
I'Ba +)I' e +1)(T(a +1))
da
+ 2112’22/33 F(30€ +1)t
IMNa+)I'Ca+YI'(4a +1)
4a 3a
N ]“112132 F(ZO{ +1)t 2 t

+ A Ay ———.
I'(4a +1)(T(a +1)) (3 +1)
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Adapun grafik solusi persamaan Riccati fraksional dengan menggunakan ADM sebagai berikut.
Jika diberikan o =%,2,2,4,21 dan 4, =2,4, =2, 4, =3, maka grafik solusi dari persamaan
Riccati pada (18) disajikan pada Gambar 1.

5000
4000
3000 +
2000 +

1000 +

D T T T 1
0 1 2 3 4

[— a5 A4 —— A3 A2 —— Al — A

Gambar 1. Grafik solusi Y (t) menggunakan ADM dengan Al (a = 1/6), A2 (a = 2/6), A3 (a = 3/6), A4
(¢ =4/6), A5 (@ = 5/6), A(a = 1).

4.2. Menggunakan VIM
Berdasarkan Variational Iteration Method persamaan (1) dapat ditulis menjadi

Yn+1 = Yn +J aﬂ(é{% - ﬂ‘lYnZ (t) - ﬂ“ZYn (t) - 2’3:| :

Untuk mengidentifikasi nilai dari Lagrange Multiplier A(¢), maka persamaan tersebut dapat
diaproksimasi menjadi

o Je) T 700 2 0

dimana A(¢) adalah Lagrange Multiplier dan dapat diidentifikasi secara optimal dengan teori variasi,
dan Y adalah variasi terbatas yang berupa atau berperilaku sebagai konstanta sehingga cSY =0.
Selanjutnya persamaan di atas akan diturunkan terhadap Y., sehingga diperoleh

éYnH. _ 5 t dYn(g)_ 7 2 _ i _ _
ooy I ﬂ(«:){ A CREARG zg}df—o
5 & dY (&) N (&) éﬂ(é) 5!
Lt !A(g) 02 dg—!ft(f)/l Ho te) g jz o dé——éYnlﬂ(f)/lade‘:O
S b adY(E) L
_1+_6Yn !z(g) Y de=0
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atau ekuivalen dengan

[ (9Ya (&)
N =0 +0|A 2l dé =0,
n+1 n ! (95) dg é:
sehingga dengan menggunakan integral parsial diperoleh

t
&N, = (1+ .., )aY — [V, (£ =0,
0
maka diperoleh
1+/1|§:t =0 dan /1'|§:t =0.
Dengan demikian diperoleh /1(5 ) = —1, maka solusi persamaan (1) adalah sebagai berikut
Yoo =Y, = 37[D0Y, 0 - 4%, () - 2,Y, ()~ 4 |

dengan D, operator derivatif fraksional berorde o dengan batas bawah X, = 0" x_0=0"+ dan solusi
awal yang dipilih adalah Y (0) = 0. Sehingga proses iterasi selanjutnya adalah sebagai berikut:

a a _ 2 _ _ — 1 — t”
Y1 - Yo -J [D0+Yo (t) ﬂ'lYO (t) leo (t) /13] J /13 /13 F(a +1)
Y, =Y, - 3°[DE Y, (0 - AY,2 ) - Y, () - 4]
_ t* YA t2” AR I'(2a +1)t*
(o +1) ['(2a +1) (C(a +1) T (Ba +1)
Ys = Yz -J° [DngYz (t) - ﬂ'lez (t) - /12Y2 (t) - 13]
_ 2 F(ZO! +1)t3a 2,2 F(4a +1)t5a
=4k (T(ar +1) T (3 +1) Tk (C(2c +1)'T (5a +1)
P2 I'(6a +1)(C(2a +1))t™ YRR [(3a +1)t*
(M(ex +1)' (T@a +1))'T(7Ta +1) [(a +D)C2a + ) (4a +1)
P20 A0 ' (5a +1)t° )2 I'(2a +)I'(4a + Dt
(T(a +1))’ T (B + Y (6 +1) (C(a+1))’TBa + ) (Ga +1)
+1213L+/12223L++/11/12132 F(2a+1)t4a + A, t .
I'(2a +1) I'(Ba +1) (T(a +1))’T(4a +1) I'(a +1)

Sehingga solusi dari persamaan di atas adalah Y (t) = Y, (t) dengan 4,,4,, 4, adalah konstanta, yaitu
sebagai berikut
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YO =Y. (0= AL FRa+Dt" o . T(da+Dt™
: M@+ TEa+l) 7 (TQRa+1))T(Ba+1)
s s D6a+)(CQRa+1))t™ , (B +)t*
U M@+) (TRa+)) ' T(Ta+l) ° 7 T(a+)I(2a+DI(4a+1) 19)
YUNE I'(Ga +1)t* 2.3 TQa+DI'(4a +1t*
T (D(e@+)) TEa+)rGa+l)  ° (T(a@+1))'TEa+)I(5a +1)
t* 2 3 . TRa+ht* ) t«

+ A A, —+ A4 + .
“PTa+l) 7 T@Ea+l) 77 (D(a+1))'T@a+l) T(a+l)

Adapun grafik solusi persamaan Riccati fraksional dengan menggunakan VIM sebagai berikut.
Jika diberikan o =¢,%,3,2,21 dan 4, =2,4, =2,4, =3, maka grafik solusi dari persamaan

Riccati pada (19) disajikan pada Gambar 2.

5000 O 4
i i
] [
4000 Jr'r If);/
i 4!/;
3000 4 IIIIKI'I JII
[y
40!
/f f;l
2000 ’{/f! ;Irﬂ'
/’/ / /f
1000 // / /ff
AV ¥
’;//,/;{f
1 1 5 .
i
| V4 — — V3 VI——VI—— V5 —— V|

Gambar 2. Grafik solusi Y (t) menggunakan VIM dengan V1 (a = 1/6), V2 (a = 2/6), V3 (a = 3/6), V4
(¢ =4/6), V5 (a =5/6), V(e = 1).
4.3. Perbandingan Grafik Solusi

Berikut disajikan perbandingan grafik solusi persamaan diferensial fraksional Riccati dengan
menggunakan ADM dan VIM.

3000 4

4000 -

3000 4

2000 4

1000 -

5000 4

3000 4

3000 4

1000 4
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3000 4 3000 4

4000 2000 4

3000 4 3000 4

2000 2000 4

1000 - 1000 4

Al V2
2
b)a ==
b)a=2
3000 4 [ 5000 4
f
{
4000 J 4000
/
/
3000 H f 3000 4
/
/
2000 - ! 000
f
/
1000 4 // 1000 4
/
-~
P
0 ; 0 .
0 1 2 3 4 0 4
1
3
©a==

Gambar 3. Perbandingan grafik solusi Y (t) antara metode ADM dan VIM.

5. Kesimpulan

Dalam paper ini, kami membandingkan solusi numerik persamaan diferensial fraksional Riccati
berorde 0 <« <1 dan koefesien konstan menggunakan Adomian Decomposition Method (ADM) dan
Variational Iteration Method (VIM) dengan konsep turunan Caputo. Perbandingan solusi yang
diperolen menunjukkan bahwa VIM adalah metode yang lebih sederhana untuk mencari solusi
persamaan diferensial fraksional Riccati nonlinier dengan orde O<a <1 dan koefesien konstan.
Kedua metode dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial fraksional Riccati non-
linear tersebut namun mempunyai nilai yang berbeda. Pada contoh yang diberikan menggunakan

o =% sampai dengan ¢« =1, terlihat bahwa jika o semakin mendekati 1, maka selisih antara kedua
solusi tersebut semakin besar.
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