Statistika, Vol. 18 No. 2, 123 - 130
November 2018

Aplikasi Generalized Poisson Regression
dalam Mengatasi Overdispersi pada Data
Jumlah Penderita Demam Berdarah Dengue

ARWINI ARISANDI, ERNA TRI HERDIANI, SITTI SAHRIMAN
Program Studi Statistika, Departemen Matematika FMIPA, Universitas Hasanuddin

ABSTRAK

Asumsi dasar dalam regresi Poisson yaitu nilai variansi data sama dengan nilai mean data. Namun,
asumsi tersebut umumnya tidak terpenuhi, misalnya terdapat kasus overdispersi. Overdispersi
dalam regresi Poisson terjadi apabila nilai variansinya lebih besar daripada nilai meannya. Jika
terjadi overdispersi pada data, maka model regresi Poisson kurang akurat digunakan karena
berdampak pada nilai standard error dari taksiran parameter yang dihasilkan cenderung menjadi
underestimate sehingga kesimpulan yang diperoleh menjadi kurang valid. Dalam penelitian ini,
kasus overdispersi dapat diatasi dengan model generalized Poisson regression. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa nilai AIC minimum diberikan oleh model generalized Poisson regression.
Sehingga dalam penelitian ini disimpulkan bahwa pada penelitian terhadap data yang mengalami
overdispersi pada Jumlah Penderita DBD di Kota Makassar tahun 2016, pemodelan regresi
generalized Poisson mampu mengatasi terjadinya overdispersi yang terjadi pada pemodelan regresi
Poisson. Nilai R? yang dimiliki sebesar 67% yang artinya jumlah penderita DBD ditentukan oleh
persentase tempat-tempat umum memenuhi syarat kesehatan, persentase penduduk yang memiliki
akses air minum layak, persentase rumah tangga berprilaku hidup bersih dan sehat dan persentase
rumah yang memenuhi syarat kesehatan. Selebihnya 33% ditentukan oleh faktor lain.

Kata Kunci: Overdispersi, generalized Poisson regression, AIC.

1. PENDAHULUAN

Analisis regresi linier merupakan metode analisis yang digunakan untuk mengukur pengaruh
variabel prediktor terhadap variabel respon. Variabel respon dalam regresi linier merupakan
data kontinu, seperti jarak rumah ke kampus, berat badan seorang anak, dan lain-lain.
Namun, variabel respon umumnya dibatasi hanya pada data hitung, seperti data jumlah anak
dalam suatu keluarga, jumlah korban kecelakaan, dan lain-lain. Karena keterbatasan nilai dari
variabel respon, maka analisis regresi linier kurang tepat lagi digunakan untuk menaksir
parameter untuk kasus data hitung. Sehingga untuk mendapatkan suatu model dari data
hitung digunakan regresi Poisson.

Model regresi Poisson merupakan salah satu dari model Generalized Linear Model (GLM).
Terdapat asumsi equidispersi dalam regresi Poisson yaitu nilai variansi data sama dengan nilai
mean data. Namun, asumsi tersebut umumnya tidak terpenuhi, misalnya terdapat kasus
overdispersi. Overdispersi dalam regresi Poisson terjadi apabila nilai variansinya lebih besar
daripada nilai meannya. Jika terjadi overdispersi pada data, maka model regresi Poisson
kurang akurat dalam pemodelan data karena berdampak pada nilai standard error dari
taksiran parameter yang dihasilkan cenderung menjadi underestimate sehingga kesimpulan
yang diperoleh menjadi kurang valid (McCullagh dan Nelder, 1989). Dalam perkembangannya,
kasus overdispersi dapat diatasi dengan beberapa model regresi seperti model binomial negatif
(Wedderburn, 1974) dan model generalized Poisson (Consul, 1989).

Beberapa peneliti telah menerapkan model regresi untuk data hitung yang mengalami
overdispersi, diantaranya Gardner et al. (1995) dalam penelitiannya menjelaskan permasalahan
yang terjadi ketika variabel respon merupakan data hitung dengan menggunakan regresi
Poisson pada data jumlah kekerasan oleh orang yang berpenyakit mental. Hasilnya
menunjukkan bahwa overdispersi dapat diatasi dengan model regresi binomial negatif (Gardner
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dkk., 1995). Selain itu, Famoye et al. (2004) dalam penelitiannya membandingkan model
regresi generalized Poisson dan binomial negatif pada data yang mengalami overdispersi yaitu
data jumlah kasus kecelakaan. Hasilnya menunjukkan bahwa model regresi generalized
Poisson lebih baik digunakan dibandingan dengan model regresi binomial negatif (Famoye dkk.,
2004). Selanjutnya Grover et al. (2015) membandingkan model regresi generalized Poisson dan
regresi binomial negatif pada data yang mengalami overdispersi yaitu jumlah peningkatan sel
CD4 pada penderita AIDS. Hasilnya menunjukkan bahwa model regresi generalized Poisson
lebih baik digunakan dibandingan dengan model regresi binomial negatif (Grover dkk., 2015).
Pada penelitian ini, model regresi untuk mengatasi overdispersi adalah model regresi
generalized Poisson.

2. TINJAUAN PUSTAKA

GENERALIZED LINEAR MODEL

Generalized Linear Model merupakan perluasan dari model regresi ketika variabel respon
memiliki model distribusi eror selain distribusi normal. Seluruh model dalam GLM memiliki
tiga komponen yaitu (Abdulkadir dkk., 2015):

1. Komponen acak, diidentifikasi oleh variabel respon (Yi) dengan Yz (Yl, }’2, ,Yn) saling

bebas dan diasumsikan memiliki distribusi peluang yang bergantung pada &. Fungsi

kepadatan peluangnya merupakan keluarga eksponensial. Bentuk keluarga eksponensial
adalah

f(y) = expla(y)b(6) +c(8) + d(¥)]
dengan a(-), b(), s(), t() adalanh fungsi yang diketahui, S(y)=expd(y),
t (5‘] = gxXp C(E] dan £ adalah parameter dispersi.

2. Komponen sistematik, meliputi variabel-variabel prediktor dari model. Dalam notasi
matriks, ditulis B =X ﬁ dengan # merupakan vektor dari n prediktor linier

n= (nj_rn:; ,ﬂnjt dan ﬁ adalah vektor dari p parameter ﬁ' = (ﬁ'ﬂ,ﬁi,ﬁ? ,ﬁ,p)r dan
X adalah matriks berukuran (It ¥ p).

3. Fungsi Penghubung (link function), yaitu fungsi yang menghubungkan ekspektasi dari
variabel respon () dengan variabel-variabel prediktor melalui persamaan linier.

B; = exp(Bo + B1xyy + Boxyp + 4 Bixy; + o0+ Bpxyy)

Menurut McCullagh dan Nelder (1989), distribusi sederhana yang digunakan untuk
memodelkan data hitung adalah distribusi Poisson sehingga model regresi Poisson merupakan
salah satu kasus khusus dari GLM. Nilai variansi dari model Poisson identik dengan nilai

meannya sehingga nilai 8 =1 untuk parameter dispersinya dan fungsi variansinya adalah

Var(Y)=u.

REGRESI POISSON

Model regresi Poisson dapat digunakan untuk memodelkan hubungan antara variabel prediktor
terhadap variabel respon yang diasumsikan berdistribusi Poisson (Myers, 1990). Pengujian
kecocokan distribusi Poisson dilakukan sebagai berikut (Akinwande dkk., 2015).

Hy:p, = PE (data berdistribusi Poisson)
Hy:p, # PE (data tidak berdistribusi Poisson)

Statistik uji yang digunakan adalah:

r z
2 _ wm (ng-npy)
X - Zk:g no
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dengan:

Py = peluang pengamatan untuk kategori k

PE = distribusi peluang poisson

Ty, = banyaknya frekuensi data pada k kategori
m = banyaknya k kategori

Kriteria pengujiannya yaitu tolak H0 apabila nilai )(2 > Z(Zm—l, @)
Fungsi peluang dari distribusi Poisson (Myers, 1990).

a K '._LJ-‘
fly) = y=012,..

1 4

¥

dengan £ >0 dan [ merupakan mean dari variabel respon Y dan E(Y)=Var(Y)= M.

Penaksiran parameter model regresi Poisson dilakukan dengan menggunakan metode Maximum
Likelihood Estimation (MLE) yaitu dengan memaksimumkan model fungsi log likelihood. Fungsi
log likelihood dari regresi Poisson adalah

L(B) = Tz, [Z2Ae]

¥
F—p-YagFi
nL(8) = In (TIz, [FEE ) = — B, p, + 20, v, Inpg — Dy In(3)
; !
dengan p; = exp(x/f)
Dengan memaksimumkan model fungsi log likelihood, akan diperoleh penaksir maximum

likelihood, yaitu melalui turunan pertama terhadap }9 yang disamakan dengan nol dan
diselesaikan dengan metode numerik yaitu menggunakan iterasi Newton-Raphson.

lnL(g)
2L — S x) - exp(xlB) + Tiky yx] = 0

MULTIKOLINIERITAS

Pendeteksian adanya kasus multikolinieritas dapat diketahui melalui nilai Variance Inflation
Factor (VIF) seperti berikut.

_ 1
VI = =

dengan Rj2 merupakan koefisien determinasi. Jika nilai VIF >10 maka diasumsikan koefisien

regresi yang dihasilkan memiliki eror yang sangat besar sehingga terindikasi terjadi
multikolinieritas yang signifikan antar variabel prediktor (Myers, 1990).

OVERDISPERSI

Karakteristik distribusi Poisson adalah equidispersi yaitu nilai variansi sama dengan nilai
mean. Namun, asumsi tersebut seringkali tidak dipenuhi karena nilai variansi lebih besar dari
nilai mean atau disebut overdispersi. Pengujian hipotesis tentang kasus overdispersi dilakukan
sebagai berikut.

H0 :0 =0 (tidak terjadi overdispersi)

Hl 020 (terjadi overdispersi)
Statistik uji yang digunakan adalah (Bisri, 2015):
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_ 2 w)®
EI__ X ZE?::LTLN.Kln —p)

dengan kriteria pengujiannya yaitu tolak H0 apabila nilai ) 2> ;((zn_p) atau p—value <«o.

Taksiran dispersi diukur dengan nilai deviansi atau Pearson’s Chi-Square yang dibagi derajat
bebas, jika hasil pembagian menghasilkan nilai yang lebih besar 1 maka dapat disimpulkan
data mengalami overdispersi.

REGRESI GENERALIZED POISSON

Jika variabel acak Y berdistribusi generalized Poisson maka fungsi distribusi peluang dari Y
adalah

fly) = ( M )y" (1+8y;)¥i7" [-#c(HE}'i}
<t 14+8u; ;! 14+8p;

Penaksiran parameter model regresi generalized Poisson dilakukan dengan menggunakan
metode MLE yaitu dengan memaksimumkan model fungsi log likelihood. Fungsi log likelihood
dari regresi generalized Poisson adalah

L(5.68) = [( " )}T I:1+E}-[|}F[_‘_ exp [_#[ ':1+9:»'[3']]

1+8p; ¥l 1+8

],}rf =0,1,2,..

InL(B,6) =X, [}Fi In (1+£l ]—l— (v, —1)In(146y,) —In(y,N+ [L‘“g«"l}]l

1+g,'..1|:

dengan pi; = exp[x;ﬁ]

Dengan memaksimumkan model log likelihood diperoleh penaksir maximum likelihood untuk IB

dan & , yaitu
R A=) — n ;,Laexplxgj
= L= ¥y x i=1
ag 1+8 expl:r :l

—x'l: expl__xl-,'_?jll__l+ﬂ expl__xl-,'_? :|+I:epr:xE,E‘:|:|zEx

+Z?=1(1+'9}’:'j L=0

|:1+E| axp I:xE ,[?:l:lz

dan
AlnL(BH n Yilli ¥l pilyi—p;)
ag i=lytgp + L gy 1+8y + X 1i1+8u;)"

Persamaan tersebut memperhhatkan bahwa turunan pertama dari model fungsi log likelihood
pada estimasi parameter menggunakan metode MLE tidak dalam bentuk linier. Oleh karena
itu, prosedur estimasi yang dapat dilakukan dengan menggunakan iterasi numerik. Iterasi
numerik yang digunakan dalam penelitian ini adalah Iteratively Reweighted Least Squares
(IRLS).

PENGUJIAN HIPOTESIS MODEL REGRESI

Pengujian signifikansi parameter model regresi dilakukan untuk mengetahui pengaruh variabel
prediktor terhadap variabel respon. Dalam pengujian parameter model regresi Poisson dan
generalized Poisson, metode yang digunakan adalah dengan metode Maximum Likelihood Ratio
Test (MLRT) (Agresti, 2002). Pengujian signifikansi model regresi generalized Poisson dengan
hipotesis sebagai berikut.

Hy: By = B; :"':J@p =
H; : paling sedikit ada satu ﬁ_;.- =0, =12, ..,p
Statistik uji:

D(f) =—2lnA= —zm(“”})

L(fi)
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dengan L[ﬂ] adalah nilai likelihood untuk model sederhana tanpa melibatkan variabel
prediktor dan L[ﬂj adalah nilai likelihood untuk model lengkap dengan melibatkan variabel
prediktor. Tolak Hy apabila D[ﬁ' ) = XI?E:?:}. Jika Hy ditolak berarti paling tidak ada satu

j?}- # 0 yang menunjukkan bahwa X; berpengaruh secara signifikan terhadap model.
Pengujian dilanjutkan dengan uji secara parsial dengan hipotesis sebagai berikut.

Hy . JG_J' #0;j=12,...p
Statistik uji:

E-‘ 2
j (sa I:EJ-})

Kesimpulan: tolak Hy jika I-"'I.*;I = X,::E:l} atau p — value < 0,05,

PEMILIHAN MODEL TERBAIK
Pemilihan model regresi terbaik dapat dilihat dari nilai Akaike Information Criterion (AIC)
AlIC=-21+k

dengan L adalah fungsi likelihood dari model hasil estimasi maximum likelihood dan k jumlah
parameter dalam model. Jika model memiliki nilai log-likelihood tertinggi atau nilai AIC
minimum maka model tersebut adalah model terbaik (Grover dkk., 2015).

3. METODE ANALISIS

Model generalized Poisson regression diterapkan pada data Jumlah Penderita DBD di Kota
Makassar tahun 2016. Variabel prediktor yang diduga berpengaruh terhadap variabel respon
adalah persentase tempat-tempat umum memenuhi syarat kesehatan (X 1], persentease
penduduk yang memiliki akses air minum layak [X :], persentase rumah tangga berprilaku
hidup bersih dan sehat [X 3] dan persentase rumah yang memenuhi syarat kesehatan (X 4:].
Tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1) Melakukan pengujian distribusi Poisson.

2) Mengidentifikasi dan menyelesaikan adanya kasus multikolinieritas dengan melihat nilai
VIF. Multikolinieritas yang signifikan terjadi jika nilai VIF lebih dari 10.

3) Melakukan pengujian overdispersi pada regresi Poisson.

4) Membentuk model regresi generalized Poisson jika terjadi overdispersi pada data dengan
menggunakan MLE sebagai metode penduga parameternya dan melakukan pengujian
signifikansi model dan signifikansi parameter.

5) Memilih model terbaik dengan melihat nilai AIC minimum.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

UJI DISTRIBUSI POISSON

Pengujian distribusi Poisson dilakukan untuk menguji suatu data berdistribusi Poisson atau
tidak dengan melakukan uji kecocokan Chi-Square untuk distribusi Poisson. Uji kecocokan
distribusi Poisson dapat dilihat pada Tabel 1.

Tabel 1. Uji Distribusi Poisson

X< X(14;0,05)
7488,764 23,685
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Hasil uji distribusi Poisson menunjukkan bahwa nilai statistik
uji }(2 =7488,764 > }((214;0’05) = 23,685 sehingga HO ditolak. Artinya, data jumlah penderita

DBD tidak berdistribusi Poisson. Hal ini menunjukkan bahwa terjadi pelanggaran asumsi
equidispersi dalam regresi Poisson pada data jumlah penderita DBD.

UJI MULTIKOLINIERITAS

Kasus multikolinieritas dapat diketahui dengan menggunakan nilai VIF.
Tabel 2. Nilai VIF Antar Variabel Prediktor

Variabel Xy X, Xy Xy
VIF 1,089 1,042 1,046 1,001

Hasil dari uji VIF pada Tabel 2 menunjukkan bahwa semua variabel prediktor memiliki nilai
kurang dari 10 sehingga dapat disimpulkan tidak terjadi multikolinieritas yang signifikan antar
variabel prediktor.

UJI OVERDISPERSI

Overdispersi dideteksi dengan nilai deviansi yang dibagi dengan derajat bebasnya.
Tabel 3. Nilai Deviansi Model Poisson

Deviansi Df g
146,450 41 3,572

Tabel 3 menjelaskan bahwa & = 3,572 dari estimasi parameter model regresi poisson lebih dari

1 sehingga dapat disimpulkan bahwa model regresi Poisson pada data jumlah penderita DBD
mengalami overdispersi. Oleh karena itu, kasus overdispersi diatasi dengan model generalized
Poisson regression.

MODEL GENERALIZED POISSON REGRESSION

Estimasi parameter model regresi generalized Poisson dilakukan dengan menggunakan metode
MLE. Estimasi parameter yang diperoleh dilakukan pengujian signifikansi model dan
parameter dari model regresi.

Tabel 4. Estimasi Parameter Model Generalized Poisson Regression

Estimasi Standard Error WJ-
B, 1,032 0,183 31,726
B, 0216 1,753 0,015
, 0,012 0,331 0,001
B, 2,062 1,040 3,929
B,  -0,506 0,556 0,827

D(f) =242,976

Tabel 4 menunjukkan bahwa nilai deviansi sebesar 242,976 lebih besar dari nilai Chi-Square
yaitu 9,488 yang menyatakan terdapat paling sedikit satu variabel prediktor yang berpengaruh
terhadap variabel respon. Variabel prediktor yang berpengaruh secara signifikan terhadap

variabel respon yaitu X3, karena nilai Wj; = 3,929 = 3,841 Model generalized Poisson
regression yang terbentuk adalah sebagai berikut.

fi, = exp(1,032 + 0,216x, — 0,012x, + 2,062x5 — 0,506x,)
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PEMILIHAN MODEL TERBAIK

Model regresi terbaik adalah model yang memiliki nilai AIC minimum dan nilai R? lebih besar
antara model regresi Poisson dan generalized Poisson yang diperoleh.

Tabel 5. Model Regresi Terbaik

-

Model AIC R-

Regresi Poisson 296.860 12%
i = exp(2,055 — 1,353x, — 0,226x, + 1,651x,—0,454x,)

Regresi Generalized Poisson

. 254,976 67%
i, = exp(1,032 +0,216x, — 0,012x, + 2,062x30,506x,)

Tabel 5 menjelaskan bahwa nilai AIC minimum antara model regresi Poisson dan generalized
Poisson adalah 254,976 ditunjukkan oleh regresi generalized Poisson:
ﬁ:: = exp[l,l]EE +0,216x; —0,012x, + 2,062x,; — 0,506x4] sehingga hal ini
menunjukkan bahwa overdispersi dapat teratasi dengan menggunakan model regresi
generalized Poisson.

5. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil yang diperoleh dan diuraikan pada pembahasan sebelumnya, dapat ditarik
kesimpulan bahwa pada penelitian terhadap data yang mengalami overdispersi pada Jumlah
Penderita DBD di Kota Makassar tahun 2016, pemodelan regresi generalized Poisson mampu
mengatasi terjadinya overdispersi yang terjadi pada pemodelan regresi Poisson. Hal ini
dibuktikan dengan nilai AIC minimum yaitu 254,976 sehingga diperoleh model regresi
generalized Poisson sebagai berikut:

[, = exp(1,032 4 0,216x, — 0,012x, + 2,062x, — 0,506x,)

Model tersebut memperlihatkan nilai K~ sebesar 67% yang artinya jumlah penderita DBD
ditentukan oleh persentase tempat-tempat umum memenuhi syarat kesehatan, persentase
penduduk yang memiliki akses air minum layak, persentase rumah tangga berprilaku hidup
bersih dan sehat dan persentase rumah yang memenuhi syarat kesehatan. Selebihnya 33%
ditentukan oleh faktor lain.
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