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Abstrak
Regresi spline terpenalti, atau P-spline, adalah regresi yang ditentukan dengan kuadrat terkecil dan
penalti kekasaran. P-spline dapat direpresentasikan dalam bentuk model linear campuran dengan
komponen ragam mengontrol tingkat ketidaklinearan dari penduga fungsi mulusnya. Pendugaan  P-
spline dengan pendekatan model linear campuran mempunyai tiga keuntungan. Keuntungan
pertama adalah P-spline dapat diduga dengan metode kemungkinan maksimum (ML) atau dengan
metode kemungkinan maksimum berkendala (REML). Keuntungan kedua adalah komputasi lebih
cepat karena menggunakan basis pemulus berdimensi rendah. Keuntungan ketiga adalah P-spline
dapat dikembangkan untuk model dengan peubah penjelas lebih dari satu.
Kata kunci: spline terpenalti, P-spline, pemulus spline, parameter pemulus, penalti kekasaran,
model linear campuran, REML, komponen ragam

1. Pendahuluan
Analisis regresi digunakan untuk memodelkan hubungan antara peubah respon dengan

satu atau lebih  peubah penjelas. Metode ini berkembang dari model  parametrik sampai
dengan model nonparametrik. Regresi  parametrik memerlukan asumsi yang ketat, sebaliknya
regresi nonparametrik tidak memerlukan asumsi. Sehingga regresi nonparametrik bersifat
fleksibel dan menghasilkan model yang berbasis data. Beberapa metode regresi nonparametrik
antara lain metode kernel, regresi spline, pemulus spline, dan ekspansi deret wavelet dan
Fourier.

Pendekatan model nonparametrik dengan spline ada dua macam yaitu regresi spline dan
pemulus spline.  Regresi spline memerlukan jumlah simpul (knot) yang relatif sedikit dan dapat
diduga dengan metode kuadrat terkecil. Pemulus spline memerlukan jumlah simpul yang
banyak dan kemulusan kurva ditentukan oleh parameter pemulus dan fungsi penalti. Eilers
dan Mark (1996) menggabungkan kedua pendekatan spline di atas menjadi P-spline.
Pendekatan yang sama juga dikemukakan Ruppert dan Carroll (1997) dengan nama regresi
spline terpenalti (penalized spline regression) dan disebut juga dengan P-spline. P-spline
menggabungkan dua keuntungan, yaitu dari pendugaan parametrik pada regresi spline dan
penyesuaian yang fleksibel terhadap tingkat kehalusan kurva yang dihasilkan dari penalti
kekasaran (roughness penalty) pada pemulus spline.

Regresi spline terpenalti mempunyai hubungan matematis yang sederhana dengan model
linear campuran seperti yang dibahas oleh Wang (1998) Fan dan Zhang (1998), Brumback et al
(1999),  Vebyla (1999), French et al (2001), Kamman dan Wand (2003), dan Wand (2003).
Metode ini dapat diformulasikan sebagai penduga kemungkinan maksimum dalam kerangka
model linear campuran. Efek samping yang menarik dari hubungan ini adalah parameter
pemulus berhubungan secara langsung dengan komponen ragam dari model linear campuran.
Hubungan antara pemulusan dengan model linear campuran  baru terbuka setelah munculnya
paket program model campuran di SAS dan S-PLUS

2. Regresi Spline Terpenalti
Misalkan  ii , yx adalah pengukuran pada peubah penjelas x dan peubah respon y

untuk ni1  . Misalkan hubungan fungsional antara x dengan y dimodelkan sebagai

  iii  xsy (1)
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dengan s adalah fungsi mulus, iε bebas stokastik dengan ragam σ2. Model (1) adalah
bentuk regresi nonparametrik yang paling sederhana dan banyak metode pendekatan yang
dapat digunakan seperti yang dibahas oleh Eubank (1988), Green dan Silverman (1994), dan
Simonoff (1996). Misalkan fungsi mulus s diduga dengan model regresi spline yaitu:
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dengan  'pK1pp0 ,...,,,..., uuβ adalah vektor koefisien regresi spline, 1p  adalah

bilangan bulat positif,    0pp  www Ι adalah basis fungsi pangkat terpotong  berderajat-p
(truncated power function selanjutnya disingkat dengan FPT), dan K1 ...   adalah simpul
tetap. Untuk peubah tunggal, selain basis FPT dapat juga digunakan basis natural kubik
spline, atau basis B-spline, sedangkan untuk peubah ganda umumnya digunakan fungsi basis
radial.

Penduga parameter β̂ ditentukan dengan minimisasi jumlah kuadrat terpenalti, yaitu

)J(s yang didefinisikan sebagai:

βDβ'β
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dengan  adalah parameter pemulus, dan ), K10D 1pdiag( . Suku pertama pada )J(s adalah

jumlah kuadrat  galat dan suku keduanya adalah penalti kekasaran. Kriteria penentuan model
pada persamaan (3) merupakan gabungan antara kriteria pada model regresi spline dengan
kriteria dari pemulus spline. Sehingga minimisasi )J(s pada nilai  tertentu akan memberikan
kompromi antara kebaikan pengepasan dengan kehalusan kurva. Model aditif degan kriteria
pendugaan pada persamaan (3) disebut juga dengan regresi spline terpenalti (Ruppert dan
Carroll, 1997).

Parameter pemulus 0 menggambarkan tingkat pertukaran antara jumlah kuadrat
galat dengan keragaman lokal. Bila  bernilai besar maka komponen utama dalam )J(s adalah

penalti kekasaran sehingga kurva s akan tampak mulus Sebaliknya bila  bernilai kecil maka
komponen utama dalam )J(s adalah komponen jumlah kuadrat galat sehingga kurva s akan
tampak kasar. Misalkan T adalah matriks desain untuk regresi spline dengan baris ke-i dari
matriks T yaitu
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maka dalam notasi matriks )J(s dinyatakan sebagai

βDβ'βTy λ
2

(4)

Minimisasi persamaan (4) menghasilkan penduga  bagi parameter β yaitu

yT'DTT'β 1)(ˆ  λ
sehingga penduga regresi spline terpenalti adalah

yT'DTT'TβTy 1)(ˆˆ  λ (5)

3. Model Linear Campuran
Model linear campuran banyak digunakan untuk analisa data dengan galat yang

berkorelasi. Model linear campuran juga dikenal dengan model komponen ragam secara umum
didefinisikan sebagai:

εuZβXy  , dengan
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dimana X adalah matriks desain dari efek tetap yang teramati, β adalah vektor parameter
pengaruh efek tetap yang tidak diketahui, Z adalah matriks desain efek acak yang teramati, u
adalah vektor efek acak yang tidak diketahui, dan ε juga vektor galat acak yang tidak
diketahui. Sehingga nilaitengah dan matriks ragam-peragam untuk y adalah X βy )(E dan

RZGZVy  ')(var .

Persamaan model linear campuran didefinisikan sebagai (Christensen, 1987) :
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Bila matriks G dan R diketahui, maka penduga  bagi parameter β dan u dalah :
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Dari persamaan matriks di atas,  penduga efek tetap β dapat dinyatakan sebagai

  yVX'XVX'β 11-1ˆ 
 (7)

Penduga ini disebut juga dengan penduga kuadrat terkecil terampat (GLS). Sedangkan
vektor efek acak u diprediksi melalui prediksi linear terbaik (BLP).  Bila β diketahui, maka
BLP(u) adalah  XβyVGZ'u  1ˆ .

Penduga takbias linear terbaik (BLUP) untuk β identik dengan solusi GLS, dan BLUP
untuk u adalah BLP(u) dengan subsitusi β̂ pada β. Salah satu cara yang paling sederhana
untuk mendapatkan BLUP adalah menggunakan justifikasi Henderson (Henderson’s
justification) dengan menggunakan asumsi sebaran (Speed, 1991),  yaitu )(~ RZu,X βuy N
dan ),(~ Gu 0N

Maksimisasi fungsi kemungkinan bersama (y,u) pada β dan u yang tidak diketahui akan
menghasilkan kriteria :

    uGu'ZuX βyRZuX βy ' 11   (8)

Suku pertama pada persamaan (8) adalah jumlah kuadrat terampat dan suku keduanya
adalah penalti. Hal ini menunjukkan bahwa pendugaan BLUP dari (β,u) terdiri dari GLS
ditambah dengan satu suku penalti. BLUP dari (β,u) dapat ditulis sebagai
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sehingga     yRC'BCRC'CuZβXy 111ˆˆ  BLUP

Metode yang paling banyak digunakan dalam pendugaan matriks ragam-peragam pada
model linear campuran adalah metode ML dan REML. Metode REML menghasilkan penduga
takbias bagi parameter matriks ragam-peragam, sedangkan ML menghasilkan penduga yang
bias. Penduga ML dari V ditentukan berdasarkan model sebaran

)(~ V,ZuXβy N

Fungsi log-kemungkinan (log-likelihood) dari y berdasarkan model sebaran di atas
adalah:

      π2log),( 1'
2
1

ML nlog  XβyVXβyVVβ (9)

Penduga ML bagi   ', Vβ diperoleh dengan memaksimumkan ),(ML Vβ . Jika
dilakukan optimasi terhadap β dengan menganggap V tetap, maka akan diperoleh bahwa
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),(ML Vβ maksimum pada   yVX'XVX'β 11-1ˆ 
 , yang sama dengan BLUP pada persamaan

(7).

Substitusi β̂ pada persamaan (9) menghasilkan profil log-kemungkinan (profile log-
likelihood) untuk V yaitu:

      π2ˆˆlog)( 1'

2
1

P logn  βXyVβXyVV

     π2loglog 2
n1111

2
1   yVX'XVX'XVy'V (10)

Penduga ML bagi parameter-parameter dalam V dapat diperoleh dengan maksimisasi
persamaan (10) terhadap parameter-parameternya.

Penurunan kriteria REML lebih rumit, yaitu meliputi maksimisasi fungsi kemungkinan
dari kombinasi linear elemen y yang tidak tergantung pada β. Uraian lengkap tentang metode
REML dapat dijumpai pada Searle et al (1992). Fungsi kriteria dari REML adalah

        π2pnˆˆloglog)( 1'1
2
1

REML log  βXyVβXyXVX'VV

   π2loglog 2
p1

2
1

P   XVX'V

Keuntungan utama dari REML dibandingkan ML adalah REML memperhitungkan derejat
bebas dari efek tetap dalam model linear campuran.

4. Hubungan antara Regresi Spline Terpenalti dengan Model linear Campuran
Hubungan antara spline dengan model linear campuran telah dibahas oleh banyak

peneliti, seperti Vebyla (1999) yang menghubungkan antara pemulus spline dari Green dan
Silverman (1994) dengan peubah penjelas tak bias terbaik (BLUP) dari model linear campuran.
Wang (1998) juga menjelaskan hubungan pemulus spline dengan model linear campuran
melalui perluasan metode kemungkinan maksimum terampat (generalized maximum likelihood)
untuk data yang berkorelasi. Sedangkan hubungan antara regresi spline terpenalti dengan
model linear campuran antara lain diuraikan oleh Fan dan Zhang (1998), Brumback et al
(1999),  French et al (2001), Kamman dan Wdan (2003), dan Wdan (2003).

Kunci hubungan antara regresi spline terpenalti dengan model linear campuran adalah
koefisien penalti upk pada model (2) ekivalen dengan memperlakukan koefisien ini sebagai efek
acak pada model linear campuran (6). Misalkan didefinisikan parameter  'p10

* ,,,  β ,
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Kriteria spline terpenalti pada persamaan (4) jika dibagi dengan 2
ε dapat ditulis sebagai
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Persamaan (11) sama dengan kriteria BLUP dari model linear campuran pada persamaan
(8) dengan memperlakukan u sebagai koefisien dari efek acak dengan
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Sehingga representasi regresi spline terpenalti dalam bentuk model linear campuran
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BLUP untuk fungsi    'n1 )(),...,( xsxss x diberikan oleh

uZβXy ˆˆˆ *  (12)
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Solusi ŷ di atas dapat dinyatakan dalam bentuk

  yC'DCC'C'y 1ˆ  λ (13)

dimana  ZXC  , ), K10D 1pdiag(  dan 2
u

2
ε

s 
  .

Persamaan (13) ekivalen  dengan solusi regresi spline terpenalti pada persamaan (5).
Bukti ini menunjukkan bahwa BLUP bagi  xs pada model linear campuran ekivalen dengan
penduga regresi spline terpenalti.

5. Penerapan pada Data Pencemar PM10

PM10 adalah partikulat debu dengan diameter aerodinamik <10 mikron. Partikulat debu
dalam bentuk tersuspensi merupakan campuran yang sangat rumit dari berbagai senyawa
organik dan anorganik yang tersebar di udara. Partikulat ini berada di udara dalam waktu
yang relatif lama dalam keadaan melayang-layang di udara. Data konsentrasi PM10 (μg/m3)
yang digunakan pada penelitian ini diukur oleh stasiun pemantau kualitas udara kota
Surabaya. Lokasi pengamatan di Taman Prestasi Surabaya pada waktu bulan Mei 2002 sampai
Agustus 2002. Data lebih dulu ditransformasi logaritma agar bentuk sebarannya simetrik.

Pemodelan pada data dilakukan dengan pemulus kubik spline dan regresi spline
terpenalti (untuk selanjutnya disebut sebagai P-spline). Pada pemulus kubik spline, penduga
parameter diseleksi berdasarkan nilai GCV (General Cross Validation) yang paling kecil. Derajat
dari basis FPT yang digunakan pada P-spline adalah 1, 2, dan 3. Jumlah simpul yang
digunakan pada P-spline sebesar 36 mengikuti aturan Ruppert (2002). Pendugaan model P-
spline menggunakan pendekatan model linear campuran.

Hasil pendugaan model disarikan pada Tabel 1. Pada Tabel 1 tampak perbedaan nilai
penduga parameter pemulus, penalti kekasaran, dan ragam galat antara pemulus kubik spline
dengan ketiga model P-spline tidak terlalu besar. Demikian juga perbedaan nilai AIC antara
ketiga model P-spline tidak besar. Pemulus kubik spline mempunyai penduga parameter
pemulus dan ragam galat terkecil. Sedangkan dari ketiga model P-spline tampak
kecenderungan nilai penalti kekasaran semakin kecil dengan bertambahnya derajat basis P-
spline.

Tabel 1. Nilai Penduga Model

Penduga Pemulus Kubik Spline
Regresi Spline Terpenalti Basis Berderajat

1 2 3
Parameter Pemulus 1.7504 2.1227 2.2651 2.8293
Penalti kekasaran 8.4919 6.3664 5.9948 5.3733
Ragam galat 0.1927 0.1943 0.1952 0.1949
AIC - 3678.0 3734.7 3770.9

*) Akaike Information Criteria
Kurva penduga dari pemulus kubik spline untuk PM10 disajikan pada Gambar 1,

sedangkan kurva penduga P-spline dengan basis FPT berderajat 1, 2, dan 3, masing-masing
disajikan pada Gambar 2, 3, dan 4. Secara umum kurva pada Gambar 1 sampai Gambar 4
mempunyai pola yang sangat mirip. Perbedaan antara ketiga model P-spline terdapat pada
lengkungan ujung-ujung kurva. Kurva P-spline berderajat-1 mempunyai ujung lengkungan
yang lancip, sedangkan kurva pada P-spline berderajat-2 dan P-spline berderajat-3 mempunyai
ujung lengkungan kurva tumpul. Di antara ketiga model P-spline, tampak kurva P-spline
berderajat-3 paling mulus, karena mempunyai nilai penalti kekasaran yang paling kecil.  Pola
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lengkungan pada kurva P-spline berderajat-2 mirip dengan pola lengkungan pada kurva
pemulus kubik spline, hal ini karena derajat polinomial kedua model  sama.
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Gambar 1. Kurva Pemulus  Kubik Spline
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Gambar 3. Kurva P-spline Berderajat-2
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Gambar 2. Kurva P-spline Berderajat-1
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Gambar 4. Kurva P-spline Berderajat-3

6. Simpulan
Pendugaan model regresi spline terpenalti dengan pendekatan model linear campuran

menghasilkan nilai dugaan yang hampir sama dengan pemulus kubik spline. Pendekatan ini
memberikan kemudahan dalam pendugaan model regresi spilne terpenalti, sehingga dapat
dikembangkan untuk memodelkan respon dengan peubah penjelas lebih dari satu. Komputasi
model P-spline menjadi lebih cepat untuk data yang besar karena menggunakan basis
berdimensi rendah. Kurva P-spline berderajat-2 sangat mirip dengan kurva pemulus spline.
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